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1 Introduction 

Soit X une variete algebrique complexe projective lisse et irreductible, de dimension d, 
munie d'un fibre tres ample OxiX)- On definit precisement au §2 ce qu'est une variete de 
modules fins definie globalement de faisceaux coherents sur X. C'est la donnee d'une 
variete integre M, d'un faisceau coherent S sur M x X, plat sur M, tel que pour 
tous x,y £ M distincts, les faisceaux S x , S y ne soient pas isomorphes, que S soit une 
deformation complete de £ x , et que £ possede une propriete universelle locale evidente. 
Dans ce cas on peut voir M comme un ensemble de classes d'isomorphisme de faisceaux 
muni d'une structure algebrique naturelle. Les exemples les plus connus sont certaines 
varietes de modules de faisceaux stables. Mais toutes ne sont pas dotees d'un faisceau 
universel, et ne sont done pas des varietes de modules fins (cf. [§], p2|). II existe beaucoup 
d'autres varietes de modules fins que celles qui sont constitutes de faisceaux stables. 

Si on s'interesse a des faisceaux non simples il est necessaire d'avoir une definition 
moins stricte. On introduit la notion de variete de modules fins definie localement, oil le 
faisceau £ est remplace par une famille (Si) de faisceaux, Si etant defini sur C/j x X, Ui 
etant un ouvert de M. Pour tout x £ Ui n Uj on doit avoir Si X ~ Sj X . Si les faisceaux 
Si X n e sont pas simples, on ne peut pas en general recoller les Si pour obtenir un faisceau 
global S . 
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II existe ensuite une serie de definitions de moins en moins strictes de varietes de 
modules, jusqu'a la notion d'espace de modules grossiers, oil il n'est plus question de 
faisceau universel. 

Le present article est consacre a l'etude des varietes de modules fins (definies locale- 
ment ou non). On peut se fixer le rang r et les classes de Chern q G H t (X,2Z) des 
faisceaux a considerer. On peut distinguer trois principaux cas : 

(i) II n'existe pas de faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern Cj. 

(ii) On s'interesse aux varietes de modules fins contenant un ouvert non vide de faisceaux 
stables. 

(iii) II existe des faisceaux semi-stables de rang r et de classes de Chern Cj, mais on 
s'interesse aux varietes de modules fins n'en contenant aucun. 

On s'interesse surtout ici aux deux premiers cas. Le troisieme a deja ete explore par 
S.A. Str0mme (cf fnj), mais dans ce cas il faudrait sans doute introduire des varietes de 
modules non reduites. 

On prouve d'abord des resultats generaux sur les varietes de modules fins. On donne 
ensuite trois types d'exemples. 

Dans le premier on s'interesse aux faisceaux prioritaires sur le plan projectif. Ce 
sont des faisceaux un peu plus generaux que les faisceaux semi-stables. On construit 
des varietes de modules fins de faisceaux prioritaires de rang et classes de Chern donnes 
lorsqu'il n'existe aucun faisceau semi-stable ayant les memes invariants. Ceci permet de 
trouver un exemple de variete de modules fins projective definie localement mais non 
globalement. 

Dans le second on traite les faisceaux simples de rang 1 (sur X = P 2 ou X = Pi x P^. 
On donne ici un exemple de variete de modules fins non projective mais maximale. 

Dans le troisieme on construit des varietes de modules fins de faisceaux coherents a par- 
tir de varietes de modules de morphismes de faisceaux. On en deduit d'abord l'existence 
de fibres simples sur le plan projectif ne pouvant etre inclus dans aucune variete de mo- 
dules fins. On donne ensuite un exemple de variete de modules fins constitute de fais- 
ceaux simples sans torsion et qui est projective. Cette variete est differente de la variete 
de modules de faisceaux stables correspondante, et possede un ouvert non vide commun 
avec elle. 

Plan des chapitres suivants : 

Le chapitre 2 de cet article est consacre a la theorie generale des varietes de modules 
fins de faisceaux coherents sur X. On montre que tous les faisceaux d'une variete de 
modules fins ont un espace d'endomorphismes de la meme dimension (proposition 2.2), 
et que les varietes de modules fins definies localement de faisceaux simples sont en fait 
definies globalement (proposition 2.8). 

On definit ensuite au §2.7 des varietes de modules fins d'extensions. Soient (M, £), 
(N, J 7 ) des varietes de modules fins. On suppose que pour tous x G M, y G N, on a 
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Ext 1 ^,^) = Hom(4,^) = Ext 2 (£ x ,£ x ) = Ext 2 (^,^) = 
Ext\F y ,£ x ) = Ext 2 {£ x ,F y ) = {0}. 

On considere les extensions 

— >£ x — ► E — > T y — >0 

telles que l'application lineaire induite 

Hom(4, £ x ) © Hom(J r y , T y ) — > Ext 1 ^, £ x ) 

soit surjective. On montre qu'il existe une variete de modules fins definie localement pour 
de telles extensions, qui est un ouvert de M x N . C'est un moyen d'obtenir des varietes 
de modules fins de faisceaux non simples. 

Le chapitre 3 traite des faisceaux prioritaires sur le plan projectif. On dit qu'un fais- 
ceau coherent E sur P2 est prioritaire s'il est sans torsion et si on a Ext 2 (£,£(-1)) = {0}. 
Ces faisceaux ont ete introduits par A. Hirschowitz et Y. Laszlo dans [HJ. On s'interesse 
aux rangs r et classes de Chern ci, c 2 tels qu'il existe des faisceaux prioritaires, mais pas 
de faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern ci, c 2 . On donne dans ce cas une 
description des fasiceaux prioritaires generiques. Suivant les valeurs de r, c\ et c 2 deux 
cas peuvent se produire : 

1 - II existe un unique faisceau prioritaire generique, de la forme 

[E (g) C m )©(F® (C n )©(G© (C p ), 

E, F et G etant des fibres exceptionnels sur P 2 . II existe dans ce cas une unique variete 
de modules fins de faisceaux prioritaires, reduite a un seul point. 

2-11 existe une variete de modules de faisceaux stables M, un entier p et un fibre 
exceptionnel F tels que le faisceau prioritaire generique soit de la forme 

£ = (F®(L P )®E 

avec E dans M. En utilisant le theoreme 2.7 on construit alors une variete de modules 
fins definie localement de faisceaux prioritaires qui sont des extensions 

— >F® <L P — >£ — >E — >0 

avec E dans M. Dans un certain nombre de cas cette variete de modules fins est isomorphe 
a M. On montre au § 3.4.2.4 qu'il existe des cas ou la variete de modules fins n'est pas 
definie globalement. 

Dans le chapitre 4 on s'interesse aux faisceaux simples de rang 1. On montre (theoreme 
4.2) que si X = P 2 ou X = Pi X Pi, toute variete de modules fins de faisceaux simples 
de rang 1 contient un ouvert dense constitue de faisceaux d'ideaux de sous-schemas finis. 
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On donne ensuite (theoreme 4.7) des exemples de varietes de modules fins de faisceaux 
simples de rang 1 qui sont maximales, mais non projectives. 

Dans le chapitre 5 on s'interesse aux varietes de modules fins de faisceaux sur P 2 



construites a partir de varietes de modules de morphismes (cf. ||, fHfl , fl20fl , |TT[, 0,0). 
On peut faire la meme etude sur n'importe quelle variete dotee d'une bonne theorie des 
fibres exceptionnels (comme par exemple les surfaces de Del Pezzo ou les espaces projectifs 
de dimension superieure). 

Commengons par le type le plus simple de morphisme. Soient (E, F) une paire excep- 
tionnelle sur P 2 , m, n des entiers positifs premiers entre eux et tels que 

n.rg(F) — m.rg(E) > 0. 

On considere les morphismes 

E® <L m — > F © (C n . 

Soit W l'espace vectoriel des tels morphismes. Sur P(W) opere le groupe algebrique 
reductif SL(m) x SL(n). On a done une notion de morphisme semi-stable et une variete 
de modules de morphismes N qui est lisse et projective. Soient r le rang et ci, c 2 les classes 
de Chern des conoyaux de tels morphismes injectifs. Si m/n est suffisamment petit on 
montre dans que les morphismes stables sont injectifs, et que leurs conoyaux sont les 
faisceaux stables de rang r et de classes de Chern ci, c 2 . En general, soit N l'ouvert de N 
constitue des morphismes injectifs. On construit une variete de modules fins isomorphe a 
iVo constitute des conoyaux des morphismes stables injectifs. On en deduit au §5.3.2 une 
variete de modules fins projective comportant un ouvert constitue de faisceaux stables, 
mais differente de la variete de modules de ces faisceaux stables. Cette variete de modules 
fins contient aussi des faisceaux ayant de la torsion. Reciproquement, on montre aussi 
que si le conoyau d'un morphisme injectif / fait partie d'une variete de modules fins, alors 
/ est stable. On en deduit au §5.3.1 des exemples de fibres simples sur P 2 qui sont des 
deformations de faisceaux stables mais qui ne peuvent pas etre inclus dans une variete de 
modules fins. 

Soit (E,G,F) une suite exceptionnelle sur P 2 (aussi appelee triade). On peut aussi 
considerer des morphismes du type 

E ® <L m — > (F ® <L n ) © (G ® d p ). 

On construit dans [fTTH , et [§] des varietes de modules de tels morphismes. On a ici 
une action du groupe algebrique non reductif GL{m) x Aut((F ® C ra ) © (G ® £ p ))- On 
definit une notion de stabilite pour les morphismes precedents a partir d'une paire (A, a) 
de nombres rationnels positifs tels que nX + pfi = 1 (appelee polarisation). D'apres 
certaines varietes de modules extremales de faisceaux semi-stables sur P 2 sont isomorphes 
a de telles varietes de modules de morphismes. On considere au §5.3.3 des morphismes 

£>(-3) © (C 2 — > 0{-2) © (O(-l) © a 7 ). 

Si 

(A, A*) = (lo +c 'io-?) 
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(avec e suffisamment petit) les morphismes stables sont injectifs et leurs conoyaux sont 
les faisceaux stables de rang 6 et de classes de Chern -3 et 8. Si 

les morphismes stables sont encore injectifs mais il peut arriver que le conoyau ne soit 
pas stable. On obtient dans ce cas une variete de modules fins (isomorphe a la variete de 
modules de morphismes) constitute de faisceaux sans torsion, qui est projective, et qui 
contient des faisceaux stables et des faisceaux instables. 



Questions 

1 - Toute variete de modules fins peut-elle etre contenue dans une variete de modules fins 
maximale ? Existe-t'il une suite infinie de varietes de modules fins 

M C Mi C M 2 . . . , 

les inclusions etant strictes ? 

2 - Existe t'il un nombre fini de varietes de modules fins maximales contenant un faisceau 
donne ? 

3 - On trouve au § 5.3.1 des faisceaux simples qui sont des deformations de faisceaux 
stables mais qui ne peuvent pas etre inclus dans une variete de modules fins. Comment 
caracteriser les faisceaux (simples ou non) qui peuvent faire partie de varietes de modules 
fins ? 

4 - On trouve au § 5.3.3 des varietes de modules fins projectives (et done maximales) de 
faisceaux simples sans torsion contenant a la fois des faisceaux stables et des faisceaux 
instables. Comment caracteriser les varietes de modules fins de faisceaux stables ? 

5 - Parmi les faisceaux pouvant etre inclus dans une variete de modules fins on considere 
la relation suivante : E ~ F s'il existe un germe de courbe lisse (C, x ) et des faisceaux 
coherents £ , T sur X x C, plats sur C, tels que £ Xo ~ E, T Xo ~ F, et £ x ~ T x si 
x 7^ x . Quelles sont les classes d'equivalence d'un faisceau coherent donne (pour la re- 
lation d'equivalence definie par la relation precedente) ? (cette relation d'equivalence est 
etudiee au § 2.8). 



Notations : 

Par variete algebrique on entend dans tout cet article variete algebrique reduite. Les 
points d'une variete algebrique sont ses points fermes. 

Soit P un polynome a coefficients rationnels, E un faisceau coherent sur X. On note 
Hilb p (£') le schema de Hilbert-Grothendieck des quotients de E de polynome de Hilbert 

p (cf in, m). 

Si £, T sont des faisceaux coherents sur une variete algebrique, Hom(£^,jF) designe 
l'espace vectoriel des morphismes de £ dans J 7 , et Hom (£, J 7 ) le faisceau des morphismes 
de £ dans T. 
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On note j : X — > P n le plongement defini par et Q le fibre quotient canonique 

sur P n . 

Rappelons que le theoreme de Riemann-Roch s'ecrit pour un faisceau coherent E de 
rang r > sur une surface projective lisse irreductible X s'ecrit 

X (E) = rg(E).(P(v(E))-A(E)), 

x{E) designant la caracterisitique d'Euler-Poincare de E, avec 

p (^) = 2 + x(Ox) 

pour tout /i G -^(X) <£> ) u x designant le fibre canonique sur X et 

m = ^, A(E) = l -(c 2 (E)- r -^c l (Ef)- 
Si E, F sont des faisceaux coherents sur X, on pose 

X (E,F) = Y, (-irdini(Ext*(£,F)). 

0<i<2 

On a, si rg(E) > et rg(F) > 0, 

X {E,F) = rg{E).rg{E).{P{f,{F)-f,(E))-A{E)-A(F)). 
Si E et F ne sont plus necessairement de rang positif, on a 

X {E,F) = -c 1 {E)c 1 {F)-rg{E)c 2 {F)-rg{F)c 2 {E)+rg{E)rg{F)x{O x ) 

+-(rg(F).uj x c 1 (E) - rg{E).uo xCl {F) + rg{E) Cl {F) 2 + rg{F) Cl {E) 2 ). 
On a en general, pour tout entier i, un isomorphisme canonique 



Ext l (E,F) ~ Ext^(F,£®fr 



(dualite de Serre, cf. [[|, prop. (1.2)). 
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2 Varietes de modules fins 

2.1 Families de faisceaux coherents 

Soit S une variete algebrique. 

Definition 1 On appelle famille de faisceaux sur X parametree par S un faisceau cohe- 
rent T sur S x X , plat sur S. 

Definition 2 On appelle polyfamille de faisceaux sur X parametree par S la donnee d'un 
recouvrement ouvert (Ui) ie j de S, et pour tout i e / d'une famille £j de faisceaux sur X 
parametree par U i , tels que pour tous i,j e / et tout x G C/j fl Uj on ait 8 ijX ~ 8j jX . 

Notations : Pour toute sous-variete localament fermee S' de S, on note 

Fs 1 — F\s>xx- 

Si S' est reduite a un point s on notera plus simplement Ts> = J~ s - On note p s (resp. px) 
la projection S x X — ► S (resp. S x X — > X). Si £, J 7 , Q sont des faisceaux coherents 
sur S x X, S et X respectivement, on notera plus simplement 

8 ®p* s (F) ®Px(<3) = 8®F®g. 

Si / : T — ► S est un morphisme de varietes algebriques, et T une famille de faisceaux 
sur X parametree par S, on note 

= (fxi x y(F). 

C'est une famille de faisceaux sur X parametree par T 

Si X est un ensemble non vide de classes d'isomorphisme de faisceaux coherents sur X, 
on appelle famille de faisceaux de X parametree par S une famille T de faisceaux coherents 
sur X parametree par S telle que pour tout point s de S la classe d'isomorphisme de T s 
soit dans X. 

2.2 Ensembles ouverts de faisceaux coherents sur X 

Soient r, q e H l (X, 2Z), 1 < % < d, avec r > 0. Soit X un ensemble non vide de classes 
d'isomorphisme de faisceaux coherents sur X, de rang r et de classes de Chern q. 

Definition 3 On dit que X est un ensemble ouvert si pour toute variete algebrique S et 
toute famille T de faisceaux coherents sur X de rang r et de classes de Chern Ci parametree 
par S, V 'ensemble des points s de S tels que la classe d'isomorphisme de T s soit dans X 
est un ouvert de Zariski de S. 

Definition 4 Supposons que X soit un ensemble ouvert. On dit que X est irreductible 

si pour toutes polyfamilles de faisceaux de X parametrees par des varietes algebriques X 1; 
X 2 respectivement, il existe un polyfamille de faisceaux de X parametree par une variete 
algebrique irreductible Y contenant tous les faisceaux des polyfamilles parametrees par Xi 
etX 2 . 
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2.3 Varietes de modules fins - Definition 

Soient r, q G H % (X, 2Z), 1 < % < d, avec r > 0. Soit <Y un ensemble ouvert de faisceaux 
coherents sur X de rang r et de classes de Chern q. On pose 

1 / r-1 



Definition 5 On appelle variete de modules fins globale, ou plus simplement variete de 
modules fins pour X la donnee d'une variete algebrique integre M et d'une famille £ de 
faisceaux de X parametree par M telles que : 

(i) Pour tout element x de X, il existe un unique point m de M tel que la classe 
d'isomorphisme de £ m soit x. 

(ii) Pour toute famille T de faisceaux de X parametree par une variete algebrique S, il 
existe un morphisme f : S — ► M tel que pour tout point s de S il existe un ouvert U 
de S contenant s et un isomorphisme Tu ~ f\£)u- 

On dit aussi dans ce cas que (M, S) est une variete de modules fins pour X. On 
remarquera que d'apres (i), il existe une bijection canonique entre X et l'ensemble des 
points de M. D'autre part le morphisme / de (ii) est unique : l'image d'un point s de S 
est le point de M correspondant a T s . 

On appelle variete de modules fins definie localement pour X la donnee d'une variete 
algebrique integre M, d'un recouvrement ouvert [Ui)i & i de M, et pour tout i E I d'une 
famille £; de faisceaux de X parametree par Ui tels que 

(i) Pour tout element x de X , il existe un unique point m de M tel que pour tout i & I 
tel que x G Ui, la classe d'isomorphisme de £i m soit x. 

(ii) Pour toute famille T de faisceaux de X parametree par une variete algebrique S , il 
existe un morphisme f : S — > M tel que pour tout point s de S et tout i £ I tel qu'il 
existe un x G Ui tel que £ ix ~ T s il existe un ouvert U de S contenant s tel que f{U) C Ui 
et un isomorphisme Ty ~ f^{£i)u- 

La plupart des resultats qui suivent dont la demonstration est donnee pour les varietes 
de modules fins sont aussi valables pour les varietes de modules fins definies localement. 

Remarque : Dans ce qui precede, (Ui), est done une polyfamille de faisceaux de X 
parametree par M (cf. definition 4). 

Proposition 2.1 Si (M, £) et (M', £') sont deux varietes de modules fins pour X , il existe 
un isomorphisme <j) : M — > M' tel que pour tout point m de M il existe un ouvert U 
de M contenant m et un isomorphisme £u ~ <ffi(£<j>(u))- 

Reciproquement, si (M,£) est une variete de modules fin pour X et si £' est une 
famille de faisceaux de X parametree par une variete algebrique reduite M' possedant la 
propriete precedente, alors (M',£') est une variete de modules fin pour X . 
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Demonstration. Immediat. 

On a un resultat analogue pour les varietes de modules definies localement. 

Une variete de modules fins induit naturellement une variete de modules definie locale- 
ment (avec un recouvrement ouvert reduit a un seul element). On donne au §3.4.2.4 un 
exemple de variete de modules fins definie localement qui ne peut pas l'etre globalement. 

II decoule de la theorie des deformations des faisceaux (cf. p0| ) que si (M, £) est 
une variete de modules fins pour X et si x G M, alors l'espace tangent T X (M) s'identifie 
canoniquement a Ext 1 ^, S x ). II en decoule en particulier que si cette dimension est 
independante de x, alors M est lisse. On a un resultat analogue pour les varietes de 
modules definies localement. 

2.4 Endomorphismes des faisceaux d'une variete de modules 
fins 

Proposition 2.2 Supposons qu'il existe une variete de modules fins (M, S) pour X . Alors 
pour tout x G M, Aut(£ x ) agit trivialement sur Ext 1 (£ x , £ x ), et dim ( Horn (£ x , £ x )) est 
independant de x. 

Demonstration. Soit T une famille de faisceaux de X parametree par une variete algebri- 
que Y. II existe un entier m tel que pour tout ml > m — n et tout y e Y on ait 
h l {Ty(m')) = pour i > 0. On a alors une resolution canonique 

— > (A n g*)(-m) ® G n — > . . . — > (A i g*)(-m) ® G< — > . . . 

— > O(-m) ® G — > — > 

donnee par la suite spectrale de Beilinson sur P„, avec 

G, = H\T y {m-i)). 

Cette resolution se globalise en une resolution localement libre sur 7xP„ 

— > (A n Q*)(-m) ® n — > . . . — > (A l Q*)(-m) ® ft — > . . . 

— > O(-m) ® — > — > 

(ou j designe ici l'inclusion Y x X G Y x P n ). On obtient alors un morphisme canonique 
de fibres vectoriels sur Y 

> (^®^-i®Hom(A l Q*,A'- 1 Q*)) 

0<i<n l<i<n 

tel que pour tout y G K, on ait 

Hom^,^) ~ ker(\l/j / ). 

On suppose maintenant que Y = M et T — 8 . Soit k le rang de ker(^). On a done 
pour tout x G M, dim(Hom(fa;, f^)) > fc, l'egalite etant verifiee sur un ouvert dense de 
M. 
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Lemme 2.3 Soient ip : E — > F un morphisme de fibres vectoriels sur une variete 
algebrique irreductible Y , p le rang de ker(^). Soient y EY, et E' y C E y I'image dans 
E y de ker(^). Alors on a dim(E' y ) < p. 

Demonstration. On a une suite exacte 

— — — Im(^)„ — 0, 

qui prouve que dim(£^) est plus petit aux points ou ip y n'est pas de rang maximal. □ 

Lemme 2.4 Soit T une famille de faisceaux de X parametree par une variete algebrique 
irreductible Y telle que I'image du morphisme induit f : Y — ► M contienne un ouvert 
de M. Alors pour tout y EY il existe un sous-espace vectoriel W de Hom(jF y , Ty) tel que 
dim(VT) < k, et que pour tout a G Hom(jF, JF) ; on ait a y G W . 

Demonstration. Decoule immediatement du lemme precedent. □ 

Fin de la demonstation de la proposition 2.2. Soit m un entier tel que pour tout point 
x de M, £ x (m) soit engendre par ses sections globales, et que h l (S x (m)) = {0} pour 
i > 1. Soient p = h°(£ x (m)), qui est independant de x, et P le polynome de Hilbert des 
faisceaux de X . Soient enfin 

Q = mib p (O x (-m) ® (C p ), 

et 

7T : O x (-m) <L P — > T 

le morphisme surjectif universel sur Q <g> X. Sur Q on a une action canonique de GL{p). 
Soit x un point de M. Soit q un point de Q tel que T q — £ x , et que n q induise un 
isomorphisme (C p ~ H°{!F q {m)). II existe par definition de (M, £) un ouvert U de Q 
contenant q et un morphisme / : U — ► M tel que 

f(£) - Tu- 

Soit W le sous-espace vectoriel de dimension k de Hom(£ x ,£ x ) defini dans le lemme 
precedent, correspondant a la famille /"(£). Rappelons que le groupe Aut(jF g ) s'identifie 
canoniquement au stabilisateur de q dans GL(p). Soit g G Aut(jF g ). On a un isomor- 
phisme canonique g*(F) — 0~ ■ Au point q, cet isomorphisme n'est autre que g. Sur 
= g ~ l U n C/, on a 

= /»(£). 

On obtient done un automorphisme de f^(£)w '■ 

a : f\£) w ^ T w ^ g\T) w ~ 

On en deduit que (7 G W. Done dim(Hom(5 a; , 5^)) = k. Pour demontrer la premiere as- 
sertion de la proposition 2.2, on remarque que le morphisme de deformation infinitesimale 
de Kodai'ra-Spencer de g*{f^(£)) au point q n'est autre que la composee de celui de /"(£) 
et de la multiplication par g dans Ext 1 (£ a; , £ x ). Mais les deux morphismes de deformations 
sont egaux a l'application tangente de / en q. □ 

On deduit de la proposition 2.2 la 
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Proposition 2.5 Supposons que X soit une surface K3 et que X admette une variete de 
modules fins (M,£). Alors M est lisse et de dimension k + r 2 (2A — x(@x))- 

Les propositions 2.2 et 2.5 sont aussi vraies pour les varietes de modules fins definies 
localement. 

Pour qu'il existe une variete de modules fins pour X il est necessaire d'apres la proposi- 
tion 2.2 que dim(Hom(.E, E)) soit le meme pour tous les faisceaux E de X. La proposition 
2.2 admet une sorte de reciproque : 

Proposition 2.6 On suppose que pour tout faisceau E de X on a Ext 2 (E,E) = {0}, et 
que dim (Horn (E, E)) = p est independant de E. Soit £ une famille de faisceaux de X 
parametree par une variete lisse M telle que pour tout faisceau E de X il existe un unique 
point x de M tel que £ x ~ E, et que £ soit un deformation complete de £ x . Alors (M, £) 
est une variete de modules fins pour X . 



Lemme 2.7 Soient M une variete algebrique integre et £ une famille de faisceaux de X 
parametree par M . On suppose que tout faisceau de X est isomorphe a un unique £ x , 
x E M, que Ext 2 (£ x , £ x ) = {0}, que dxm(Ham(£ x , £ x )) =p est independant de x et que 
pour toute famille T de faisceaux de X parametree par une variete algebrique Y , il existe 
un morphisme f : Y — > M associant ay 6 7 I'unique point x de M tel que £ x ~ T y . 
Alors (M,£) est une variete de modules fins pour X . 

Demonstration. II faut montrer que £ est universelle localement. On se ramene aisement 
au cas oil Y est un ouvert du schema de Grothendieck Q de la demonstration de la 
proposition 2.2 et T la restriction du faisceau universel sur Q. Notons que Y est lisse. 
Soient y G Y et 

4>\ Ty ► £f( x) 

un isomorphisme. Le faisceau 

G = py,(Hom(^, f\£))) 

est localement libre de rang p. Soit Go l'ouvert de G constitue des isomorphismes. On 
peut voir comme un point de G . Puisque G est ouvert il existe une section locale de 
Go definie en y dont la valeur en y est ip. Ceci donne un isomorphisme local T ~ P{E). 
□ 

Demonstration de la proposition 2.6. Rappelons qu'on dit que £ est une deformation 
complete de £ x si le morphisme de deformation infinitesimale de Kodaira-Spencer 

u x :TM X — ^ Ext 1 (£ x ,£ x ) 

est surjectif. Soit ((S, s ), Q) une deformation verselle de £ x (cf. f30|), (S, s ) etant done un 
germe de variete analytique lisse et Q un faisceau analytique sur S x X tel que Q so ~ £ x 
(la lissite de S decoule du fait que Ext 2 (£ x ,£ x ) = {0}). Soit M le germe de variete 
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analytique defini par M au point x. De £ on deduit un morphisme : M — > S tel que 
<f>*(Q) — £m dont l'application tangente est uj x . Les fibres de sont de dimension car 
sinon tous les faisceaux de la famille £ ne seraient pas distincts. II en decoule que uj x est 
en fait un isomorphisme, ainsi que <fi. Done £ x admet une deformation verselle algebrique. 

Soit £' une famille de faisceaux de X parametree par une variete algebrique Y . II suffit 
d'apres le lemme 2.7 de montrer que l'application / : Y — > M associant a y l'unique 
point x tel que £' y ~ £ x est reguliere. C'est clair car e'est le recollement de tous les 
morphismes universels de Y vers les deformations verselles des faisceaux £'. □ 

La proposition 2.6 se generalise aussi sans peine aux varietes de modules fins definies 
localement. 



2.5 Faisceaux simples 

Soit X un ensemble ouvert de faisceaux de rang r et de classes de Chern q sur X, 
admettant une variete de modules fins (M,£). II decoule de la proposition 2.2 que s'il 
existe dans X un faisceau simple (e'est-a-dire dont tous les seuls endomorphismes soient 
les homotheties), alors tous les faisceaux de X sont simples. C'est le cas en particulier 
lorsque X contient un faisceau stable relativement a Ox(l)- 

On suppose maintenant que les faisceaux de X sont simples. II n'y a pas lieu alors de 
distinguer les varietes de modules fins et les varietes de modules fins definies localement : 



Proposition 2.8 Si tous les faisceaux de X sont simples, et s'il existe une variete de 
modules fins definie localement pour X , il existe une variete de modules fins pour X . 

Demonstration. Supposons qu'il existe une variete de modules fins definie localement pour 
X, donnee par la variete M, le recouvrement ouvert (Ui)i e j de M, et les families de 
faisceaux de X. II faut construire un faisceau universel£ sur M x X. Supposons d'abord 
que les faisceaux de X soient localement libres. Puisque les fibres de X sont simples, on 
peut construire un fibre en espaces projectifs P sur Mxlen recollant les P(£j). On a 
pour tout i 6 I, P\Ui — F(£i). II en decoule d'apres |1| qu'il existe un fibre vectoriel £ 



sur M x X tel que P ~ 1P(£)- H est alors facile de voir que (M, £) est une variete de 
modules fins pour X. 

Si tous les faisceaux de X ne sont pas localement libres, on considere le plongement 
j : X C !P n defini par Ox(l), et on voit les faisceaux coherents sur X comme des faisceaux 
coherents sur P n . On note Q le fibre quotient universel sur P n . Les faisceaux de X 
constituent en ensemble limite de faisceaux : en effet, un nombre fini de Ui suffit a 
recouvrir M. II existe done un entier m tel que pour tout m! > m et tout faisceau E 
de X on ait H l (j*(E)(m')) = {0} pour i > 1. On a alors une resolution canonique de 

./■(/•-•) : 

— > 0(-m - 1) ® V n (E) . . . — - (A l Q*)(-m) ® V^E) . . . 



O(-m)®V {E) -^ME) 
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avec Vi(E) = H°(E(m — i)) pour < i < n. Comme dans le cas ou les faisceaux de 
X sont localement libres, les Vi(E), E parcourant X, se recollent pour definir un fibre 
vectoriel V n sur M. Les morphismes a.i{E) se recollent aussi pour definir 

at : (A'Q*) <g> Vi — > (a^q*) <g> Vj_i. 

Le faisceau coker(o;i) est le faisceau universel £ sur M x X recherche. □ 

On conserve les notations du § 2.4. Soit Qo l'ouvert de Q constitue des points q 
tels que la classe d'isomorphisme de T q soit dans X et n q induise un isomorphisme 
(C p ~ H°(JF q (m)). Alors on peut reconstruire Qo, J-q et n sur Q a partir de (M, £). On 
considere pour cela le fibre vectoriel 

E = p M *(Eom(Ox(-m) d p ,£)) 

sur M et l'ouvert C/ de ~P(E) correspondant aux isomorphismes. Soit : U — >■ M la 
projection. On a un morphisme canonique 

7T : Ox(-m) ® (L p ^0*(^) 

de faisceaux sur f/ x X. Alors on a un isomorphisme canonique Uq ~ Qo et 7r s'identifie 
naturellement a la restriction de tt. On en deduit immediatement la 

Proposition 2.9 Le morphisme <fi : Qo — ► M esi nn quotient geometrique de Qo f?ar 
PGL(p). 

On suppose que X est une surface de Del Pezzo (c'est-a-dire que — Kx est tres ample). 
Alors si E est un faisceau coherent simple sur X, on a Fjxt 2 (E,E) = {0}. En effet on 
a par dualite de Serre Ext 2 (£, E) ~ Hom(E, E <g> et si ce dernier n'est pas nul on 

peut en composant avec des morphismes Kx — ► Ox trouver des endomorphismes de 
E qui ne sont pas des homotheties. On en deduit la 

Proposition 2.10 Supposons que X soit une surface de Del Pezzo, que les faisceaux de 
X soient simples et que X admette une variete de modules fins (M,£). Alors M est une 
variete lisse de dimension 1 + r 2 (2A — 1). 



2.6 Varietes de modules fins maximales 

Soit (M, £ ) une variete de modules fins d'un ensemble ouvert X de faisceaux coherents 
de rang et classes de Chern donnes sur X. On dit que M (ou (M, £), X) est maximale 
s'il n'existe pas d'ensemble ouvert X' de faisceaux coherents de memes rang et classes de 
Chern contenant strictement X et admettant une variete de modules fins (M r , £'). J'ignore 
si toute variete de modules fins est contenue dans une variete de modules fins maximale. 
On a une notion analogue de variete de modules fins definie localement maximale. 
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2.7 Varietes de modules fins d 'extensions 
2.7.1 Extensions 

Soient X et X' des ensembles ouverts de faisceaux coherents sur X. On suppose qu'il 
existe des varietes de modules fins (M, S) et (M f , 8') pour X et X' respectivement. Soient 
E un faisceau de X, E' un faisceau de X' . On considere une extension 

(1) — >E' — >G — > E — >0 

donnee par un element e de Ext 1 (E, E'). Soit 

: Hom(£, E) © Hom(£', E') — ► Ext 1 (£', E') 

l'application lineaire deduite de e. On suppose que 

Ext 1 ^', E) = Hom(£", E) = Ext 2 (E', E') = Ext 2 (E, E) = 

Ext 2 (E,E f ) = Ext 2 (E',E) = {0}. 



Lemme 2.11 Si <f> est surjective, on a 

Ext 2 (G, G) = {0}, 

un isomorphisme canonique 

Ex.t\G,G) ~ Ext 1 ^,^) ©Ext 1 (£',£') 

et une suite exacte canonique 

— ► Hom(£, E') — ► Hom(G, G) — ► ker(0) — ► 0. 

Demonstration. On considere la suite spectrale E p,q convergeant vers Ext p+q (G, G) definie 
par la filtration E' C G. Les termes Ef ,q eventuellement non nuls qui nous interessent 
pour calculer Hom(G, G), Ext 1 (G, G) et Ext 2 (G, G) sont represented ci-dessous : 



Ext 1 ^',^) = {0} 

Hom(£', E) = {0} Ext 1 (E, E) © Ext 1 (£", E') Ext 2 (£, E') = {0} 

Rom(E, E) © Hom(£", E') — > Ext 1 

Hom(£, £') 



Le lemme en decoule immediatement. □ 
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On suppose que 

Rom(E', E) = {0} 

pour tous E dans X et E' dans X'. Soit y' le sous-ensemble de X x X' constitue des 
paires (E, E') telles que 

Ext 1 ^',^) = Ext 2 (E',E') = Ext 2 (E,E) = Ext 2 (E',E) = Ext\E, E') = {0} 

et qu'il existe un element a de Ext 1 (E,E') tel que l'application associee 

(f) : Hom(E, E) © Rom(E', E 1 ) — ► Ext 1 (£', E') 

soit surjective. L'orbite de cet element sous Taction de Aut(E') x Aut(£") est l'unique 
orbite ouverte de Ext 1 (£', E'). II en decoule que le faisceau G extension de E par E' defini 
par a est uniquement determine par E et E'. Soit y l'ensemble des classes d'isomorphisme 
de tels G, (E, E') parcourant y' . 

Lemme 2.12 L'application 6 : y' — > y associant G a (E,E') est une bijection. 

Demonstration. Cette application est surjective par definition de y. Montrons qu'elle est 
injective. Soient (E, E') e y', (E , E' ) e y' auxquels sont associees des extensions 

— > E' — >G — >E — ► 0, 

— > E' Q — > Go — > E — > 0, 

Go etant isomorphe a G. Fixons un isomorphisme / : G — ► Go- Puisque 

rlom(E' , Eq) = {0} , cet isomorphisme envoie E' dans i?g, et induit un morphisme 

E — > Eq. En considerant on voit que (E,E') = (E ,E f Q ). □ 

Remarque : Pour .E dans X et £" dans X', soient p = dim(Hom(i?, E)) et 
p' = dim(Hom(£", £")), qui ne dependent pas de E et £" d'apres la proposition 2.2. Soit 

e = X(E,E') 

pour dans X et £" dans A", qui est aussi independant de E et E'. Soit (E 1 , E') e 3^'. 
On a alors 

e = dim(Hom(£,£')) - dim(Ext 1 (E, E'))- 
Soit G = 0(E,E'). On a alors 

dim(Ext 1 ( J B, J B')) < P + P' 

et 

dim(Hom(G, G)) = p + p' + e. 
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2.7.2 Construction des varietes de modules d'extensions 

On se place sous l'hypothese precedente, c'est-a-dire que 

Rom(E',E) = {0} 

pour tous E dans X et E' dans X' . 

Theoreme 2.13 Soity' le sous- ensemble de X x X' constitue des paires (E,E') telles 
que 

Ext 1 (£", E) = Ext 2 (E', E') = Ext 2 (E, E) = Ext 2 (E', E) = ExV(E, E') = {0} 

pour i>2,et qu'il existe un element a de Ext 1 (E, E') tel que V application associee 

(j) : Hom(£, E) © Hom( J B', E') — > Ext 1 {E, E') 

soit surjective. Soit y V ensemble des classes d'isomorphisme des faisceaux qui sont des 
extensions definies par de tels a. Alors y est un ensemble ouvert, et il existe une variete de 
modules fins definie localement (N, (Si)) poury, N etant V ouvert de M x M' constitue 
des paires (x,x') telles que (£ x ,£' x ,) G y' . 

Demonstration. Soient y G y, (E,E') le point correspondant de y' et (x ,x' ) le point 
de N tel que £ xo ~ E, £' x ,^ ~ E'. D'apres la proposition 2.6 (adaptee aux varietes de 
modules fins definies localement) il suffit de definir un ouvert U de N contenant (x ,x' ) 
tel qu'on puisse construire une famille de faisceaux Q de y parametree par U telle que 
pour tout (z, z') G U, la classe d'isomorphisme de G( z ,z') s °it Q~ x (£ z ,£' z t) et que Q soit une 
deformation complete de G( z ,z')- 

Lemme 2.14 Soit m un entier. Alors il existe des fibres vectoriels Go,---,Gd sur M 
et un fibre vectoriel H sur M x X , des entiers m < m < mi < . . . < m d et une suite 
exacte de faisceaux coherents sur M x X 

O^H^Gd® O x (-m d ) — > . . . 

• • • — > Gi ® Ox(-mi) ^Go® Ox(-mo) ^£-^0. 

Demonstration. Puisque X est limite il existe un entier mo > m tel que pour tout y G M 
le faisceau £ y (mo) soit engendre par ses sections globales (theoreme A de Serre). On prend 

Go = PM*(£(m )). 

Le morphisme devaluation 

ev : Go® Ox(—m ) — >■ £ 
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est alors surjectif. On construit ensuite G\ en considerant ker(ev) a la place de S, et on 
obtient une suite exacte 

G 1 <g> Oxi-mJ ^G ® O x (-m ) ^S^O. 

Si on poursuit ce procede jusqu'a Q d le noyau H du morphisme 

Qd ® O x {-m d ) — > g d ^i ® Ox(-m d _i) 

est alors localement libre. □ 

Puisque S est plat sur M, pour tout y G M, la restriction de la suite exacte du lemme 
precedent a {y} x X est exacte. La suite exacte du lemme 2.13 se decompose en suites 
exactes courtes 

— > H — > Q d <S> O x (-m d ) — > V d _! — > 0, 
— > V d _i — > <g> Ox(-m d _ 2 ) — > V d _i — > 0, 



— > Vi — > & <g> O^(-mi) — > V — > 0, 
— > V — > £ ® Ox(-mo) — > £ — > 0, 
dont les restrictions a {y} x X sont aussi exactes. 

Lemme 2.15 Si m est assez grand, on a pour tous (y,y') G N et i > 

Ext i (g ly ®O x (-m l ),E' yl ) = {0} 

pour < Z < d et 

Ext\H y ,£' y ,) = {0}. 

Puisque Qi y est trivial, la premiere egalite sera verifiee des que m est assez grand, 
d'apres le theoreme B de Serre. Pour demontrer la seconde on considere les suites exactes 
precedentes. On en deduit, pour tout entier i > des isomorphismes 

Ext^S'y,) ~ Ext^V^,^,) ~ . . . ~ Ext i+d (V 0y ,£' y/ ) = {0}. 

□ 

D'apres le lemme precedent, les faisceaux 

F d+ i = PN*{H*®p* M ,{£')), F,i = p N *(Gt®O x (m t )®p* M ,(£')), (0<i<d) 

sont localement libres sur N. D'apres ce qui precede, la suite exacte du lemme 2.13 induit 
un complexe 

— > F F 1 . . . — > F d+1 — > 
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exact en degres different s de et 1. Pour tout (y,y') <E N on & 

ker(a ) ^ Rom(£ y ,£ yl ), ker(ai)/Im(a ) — Ext 1 (f J/ , £' yl ). 

Le faisceau 

F[ = ker(ai) 

est localement libre. On obtient finalement un morphisme de fibres vectoriels sur N 

a : F — > ^ 

tel que pour tout (y, y') Gloria 

ker(a) ~ Hom(^,^,), coker(o;) ~ Ext 1 (£ y , £' yl ) . 
Soit un ouvert affine de N contenant (x ,x' ). Alors on a 

Ext\p* M {H) W) p* M ,{£') w ) = Ext'O^V ® 0^(-m,),i(5V) = {°} 
pour i > et < I < d . En effet, les images directes 

sont nulles, done 

Ext* (jhWwJwWw) ^ H\ Pm { P * M (Hr w ®p* M ,{£') w )), 

Ext^p^V ® O x (-mi)J MI {£') w ) ~ ffWG^fV <g> O x (m ; ) ®pl,,(5V)), 

et ces groupes de cohomologie sont nuls car est affine. 

En employant le meme methode que precedemment on en deduit qu'on a des isomor- 
phismes canoniques 

Rom(p i M (£) w ,p t Mf (£') w ) ~ ker(H°(a \ w )), 

Ext 1 {p^ M {£) w ,p^ MI {£') w ) ~ coker(H°(a \ w )). 
On obtient aussi que pour tout (x, x') G W, le morphisme canonique 

tt x : Ext^l^V, p* M ,{£')w) — > Ext 1 ^,^,) 

est surjectif. 

Soit s G Ext 1 (p^ f (£) w ,p^,(^')i4/) tel que le morphisme associe 

Hom(5 X0 ,5 X0 ) © Hom(^,^) — Ext 1 ^,^) 

soit surjectif. Ceci est vrai en tout point d'un ouvert affine U C W contenant (xo,x' ). 
On considere l'extension 

— — — pJUOtf — 
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definie par s. Alors Q est plat sur U (cf ]2?|, expose IV, prop. 1.1). C'est la famille de 
faisceaux de y qui convient au voisinage de (xo,x' ). Ceci acheve la demonstration du 
theoreme 2.13. □ 

Le theoreme 2.13 est aussi vrai pour des varietes de modules fins definies localement. 

Remarque : La demonstration du theoreme 2.13 montre que pour toute sous-variete 
localement fermee Z de N, tout s G H°(Z, coker(a)) induit une extension 

o — p\as)z pU^z — > o. 



2.7.3 Exemple 

Soit C une courbe algebrique projective irreductible lisse, de genre g. Soient r, d, r', d' 
des entiers, avec r > 1, r' > 1, r, d premiers entre eux ainsi que r', d'. On note M(r, d) 
(resp. M(r',d')) la variete de modules des fibres stables de rang r et de degre d (resp. 
de rang r' et de degre d') sur C, et £ (resp. £') le fibre universel sur M(r, d) x C (resp. 
M(r', d') x C). Soient F un fibre vectoriel algebrique de rang 2 sur C, et 

X = P(F) 

la surface reglee sur C des droites de F. Soient 

7T : X > C 

la projection et 0{1) le fibre en droites tautologique sur X. On s'interesse a des extensions 
du type 

— > tt*(^,) ® C(l) — >U — > 7r*(£v) — > 0. 

Ceci est bien un cas particulier de ce qu'on a etudie precedemment car 
(M(r', d'), ifi{8') ® O(l)) et (M(r, d), vr fl (£:)) sont des varietes de modules fins sur X. 
Verifions que les hypotheses du theoreme 2.13 sont bien verifiees. On a pour tout i 

it:V*((7r*(^,)®C(l))*®7r*(^)) = ^*®^®i?V*(0(-l)) ={0}, 

done 

Ext*(7r*(£;,)®^(i),7r*(^)) = {0} 
pour tout i. On a d'autre part 

R-K^iSy)* ®ir*{£' y ,)®0{l)) ~ ® i?7r,(0(l)) ={0} 

si i > 0. On a done 

ExtV^Tr*^,) g)O(l)) ~ H\£* y ®£' yl ®F*). 

En particulier c'est nul si i > 2. 



20 



Jean-Marc Drezet 



On peut done envisager la construction de varietes de modules d'extensions du type 
precedent. Soient y G M(r, d) et y' G M(r',d'). Les fibres £ y et £' y , etant simples, le 
morphisme 

: Hom(7r*(^,) ® 0(1), Tr*(£' yl ) <g> 0(1)) © Hom(7r*(^), 7r*(£ y )) 

> Ext 1 (7T*(fj / ), 7T*(£^/) <S> 0(1)) 

est surjectif si et seulement si 

dim(Ext 1 (7r*(^),7r*(^,)®C , (l))) = h 1 {£ y '®£ y ,®F*) < 1, 
et si l'extension est non triviale en cas d'egalite. On doit done avoir 

e'est-a-dire 

d' d , deg(F) 1 

> 5 - H • 

r' r 2 2rr' 

On obtient alors une variete de modules fins definie localement (N, {J r i)) pout y, N etant 
l'ouvert de M(r',d') x M(r,d) constitue des (y',y) tels que 

h}(£* <S> £ y > ® F*) < I. 
2.8 Faisceaux admissibles 

Definition 6 On dit qu'un faisceau coherent E sur X est admissible s'il existe un en- 
semble ouvert de faisceaux coherents sur X contenant la classe d'isomorphisme de E et 
admettant une variete de modules fins definie localement. 

D'apres la proposition 2.2, si E est admissible, Aut(E') agit trivialement sur 
Ext 1 (E , E) . Mais cette condition n'est pas sufnsante pour que E soit admissible. On 
donne au §5.3.1 des exemples de fibres simples sur P 2 qui sont des deformations de fibres 
stables mais ne sont pas admissibles. 

On definit maintenant une relation d'equivalence, notee =, sur les classes d'isomor- 
phisme de faisceaux admissibles sur X. Cette relation d'equivalence est engendree par la 
relation ~ suivante : soient E, F des faisceaux admissibles. Alors E ~ F si et seulement 
si il existe un germe de courbe lisse (C,xq), des faisceaux coherents £, T sur Cxi, 
plats sur C, tels que £ Xo ~ E, T X{) ~ F et £ x ~ T x si x ^ x . Par definition on a done 
E = F s'il existe une suite Gi, . . . , G n de faisceaux admissibles tels que 

E ~ Gi, Gi ~ G 2 , • • • , G n _i ~ G n , G n ~ F. 

On donne au § 4.2.3 des exemples de faisceaux simples de rang 1 equivalents et non 
isomorphes. 
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Soient X et X' des ensembles ouverts de faisceaux coherents sur X admettant des 
varietes de modules fins (M, £), (M',£') respectivement (ou des varietes de modules 
fins definies localement). On suppose que ^ fl X' ^ 0. Alors M et M' ont un ouvert 
commun U, correspondant aux faisceaux dont la classe d'isomorphisme est dans X fl X' . 
Soit N = M\U. 

Proposition 2.16 Soient x £ N et (C, x) un germe de courbe lisse sur M passant par x 
tel que la tangente de C en x ne soit pas tangente a N . Soit 

f ■ C\{x} — > M' 

le morphisme deduit de £c\{x}- Supposons qu'il se prolonge en 

f:C — >M' 

(c'est le cas si M' est projective) . Soit x' = f(x). Alors x' ne depend que de la tangente 
a C en x. 

Demonstration. Ceci decoule du fait que la restriction de £ au complementaire de x dans 
le voisinage infinitesimal d'ordre 2 de x dans C est deja une famille de faisceaux de X' 
(car la tangente aCenj n'est pas tangente a N). □ 

Si M' est projective, on en deduit aisement un morphisme 

T(T X M\T X N) — »■ M' 

associant a un vecteur tangent le faisceau limite correspondant. Notons L(x, M') l'ensem- 
ble des points x' de M' qui sont des limites de germes de courbes lisses (C, x) tels que 
C\{x} QlU. 

Corollaire 2.17 On suppose que M' est projective. Si x est un point isole de N , alors 
L(x,M') est une hypersurface de M' . 

Je ne connais pas d'exemple de la situation du corollaire 2.17. 

Pour etudier des germes de courbes lisses passant par x et tangentes a iV en x et les 
faisceaux limites correspondant s dans M', il faudrait introduire les jets d'ordre superieur 
a 1 de M en x. 

Soit E un faisceau admissible sur X. On peut recoller toutes les varietes de modules 
fins de faisceaux sur X contenant E. On obtient ainsi un schema, note JA(E), qui n'est 
pas en general separe. Les varietes de modules fins maximales sont exactement les ouverts 
separes maximaux des schemas du type A4(E). II serait interessant de savoir combien il 
existe de tels schemas (si on fixe le rang et les classes de Chern des faisceaux consideres). 
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3 Faisceaux prioritaires generiques instables sur le 
plan projectif 

3.1 Enonce des principaux resultats 

Les faisceaux prioritaires sur P 2 ont ete introduits par A. Hirschowitz et Y. Laszlo dans 



T7[ . Rappelons qu'un faisceau coherent £ sur P 2 est dit prioritaire s'il est sans torsion 
et si Ext 2 (£, £(— 1)) = 0. Par exemple les faisceaux semi-stables au sens de Gieseker- 
Maruyama sont prioritaires. On s'interesse ici a la structure precise du faisceau prioritaire 
generique de rang r et de classes de Chern c\, c 2 lorsqu'il n'existe pas de faisceau semi- 
stable de memes rang et classes de Chern. On en deduira des exemples de varietes de 
modules fins de faisceaux non simples. 



D'apres flT/J, le champ des faisceaux prioritaires est lisse et irreductible. Les conditions 



d'existence des faisceaux prioritaires sont les suivantes : posons 

Ci 1 r — 1 2 

V = — » A = - C 2 Cj, 

r r Zr 

(si £ est un faisceau coherent £ sur P 2 de rang r et de classes de Chern c±, c 2 , on appelle 
/x = fi{£) la pente de £ et A = A(£) le discriminant de £). Alors, si —1 < a, < 0, il existe 
un faisceau prioritaire de pente // et de discriminant A si et seulement si on a 

> 1) 
2 

Les conditions d'existence des faisceaux semi-stables sur P 2 sont rappelees ci-dessous. On 
peut voir qu'il existe beaucoup de triplets (r, ci, c 2 ) tels qu'il existe un faisceau prioritaire 
de rang r et de classes de Chern ci, c 2 mais pas de faisceau semi-stable avec les memes 
invariants. On note M(r, ci,c 2 ) la variete de modules des faisceaux semi-stables de rang 
r et de classes de Chern ci, c 2 sur P 2 . 

Les conditions d'existence des faisceaux semi-stables sur P 2 (cf 0) s'expriment en 
fonction des seules variables fi et A. On montre qu'il existe une unique fonction 8(u) telle 
qu'on ait dim(M(r, Ci, c 2 )) > si et seulement si A > 5(u). La fonction 5(a) est decrite 
a l'aide des fibres exceptionnels. 

On dit qu'un faisceau coherent £ sur P 2 est exceptionnel si £ est simple (c'est-a-dire 
si les seuls endomorphismes de £ sont les homotheties), et si 

Ext 1 ^,^) = Ext 2 (£,£) = {0}. 

Un tel faisceau est alors localement libre et stable, et la variete de modules de faisceaux 
semi-stables correspondante contient l'unique point £. II existe une infinite denombrable 
de fibres exceptionnels, et un procede simple permet de les obtenir tous a partir des fibres 
en droites (cf. 0). Notons qu'un fibre exceptionnel est uniquement determine par sa 
pente. Soit F un fibre exceptionnel. On note Xp la plus petite solution de l'equation 
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Alors on montre que les intervalles ]fJ>(F) — xf,[J>(F) + Xf[ constituent une partition 
de l'ensemble des nombres rationnels. On va decrire la fonction S(/i) sur cet intervalle. 
Posons 

Sur l'intervalle ]fJ>(F) — xp,fi(F)}, on a 
et sur [/i(F),/i(F) + x F [, ona 

On obtient les courbes D(F) et G(F) representees sur la figure qui suit. Ce sont des 
segments de coniques. 

On considere maintenant la courbe A = S'(fi) definie de la fagon suivante : sur 
l'intervalle ]n(F) — x F) n{F) + x F [, on a 

^) = %)-^d-^i#)-H). 

On obtient ainsi les segments de coniques D'(F) et G'(F). Le point (fi(F) , 5' (fi(F))) 
est la paire (/i, A) correspondant au fibre exceptionnel F. Le point (/i(F),5(u,(F))) est 
le symetrique de F par rapport a la droite A = 1/2. Notons que si /i est un nombre 
rationnel different de la pente d'un fibre exceptionnel, le nombre 8\[x) est irrationnel. Ces 
courbes, sur l'intervalle }n(F) — + xp[ , sont representees ci-dessous : 
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Pour tout point x de P2, soit X x le faisceau d'ideaux du point x. On a 

Ext 1 (l x ,0) ~ C. 

Soit V z l'unique faisceau extension non triviale de I x par (9 (ce faisceau est localement 
libre). On va demontrer le 
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Theoreme 3.1 Solent r, c\, C2 des entiers, avec r > 1, — 1 < a. < 0, 

> fi(fJ,+ 1) 
2 

et tels que la variete M(r, 01,02) soit vide. 

1 - Si A < 5' (a), il existe des fibres exceptionnels E , E x , E 2 , des espaces vectoriels de 
dimension finie M , M 1? M 2 , dont un au plus pent etre nul, tels que le faisceau prioritaire 
generique de rang r et de classes de Chern C\, c 2 soit isomorphe a 

(E <g> M ) © (Ei © M x ) © (E 2 © M 2 ). 

2 - On suppose que c\ ^ ou c 2 > 1. 5^ A > S'(fi), soit F I 'unique fibre exceptionnel tel 
que fi G ]fi(F) —xp,fi(F) + Xf[. Alors si \i < f-i(F), I'entier 

p = r .rg(F)(P(ji-fi(F)) - A- A(F)) 

est strictement positif, et le faisceau prioritaire generique de rang r et de classes de Chern 
c\, c 2 est isomorphe a une somme directe 

(F © (P)©£, 

ou S est un fibre semi-stable situe sur la courbe G(F). De meme, si \x > fi(F), I'entier 

p = r.rg(F)(P(p(F) — /i) — A — A(F)) 

est strictement positif, et le faisceau prioritaire generique de rang r et de classes de Chern 
C\, c 2 est isomorphe a une somme directe 

(F © (L p )®£, 

ou S est un fibre semi-stable situe sur la courbe D(F). 

3 - Si c\ = 0, c 2 = 1, le faisceau prioritaire generique de rang r et de classes de Chern 
c\, c 2 est isomorphe a une somme directe du type 

(0© v- 2 )®v x . 



Le resultat precedent apporte des precisions sur ce qui est demontre dans p7| , c'est- 
a-dire que s'il n'existe pas des faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c\, 
c 2 , alors deux cas peuvent se produire : la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau 
prioritaire generique de rang r et de classes de Chern ci, c 2 comporte deux termes, ou elle 
en comporte trois. Dans le premier cas, un des termes est semi-exceptionnel (c'est-a-dire 
de la forme F© avec F exceptionnel), et dans le second cas les trois termes sont 
semi-exceptionnels. 

La demonstration du theoreme 3.1, 1- repose sur le resultat suivant (proposition 3.6) : 
soient r, Ci, c 2 des entiers tels que r > 2, A = 5(a). Alors, si fi(F) — xp < a. < f-i(F), il 
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existe un fibre E de rang r et de classes de Chern ci, c 2 tel que Ext (E, F) = {0}, et si 
M-F) < A 4 < M-^) + ^ il existe un fibre E de rang r et de classes de Chern c±, c 2 tel que 
Ext 1 (F, E) = {0}. On montre cependant au §3.3.2 qu'il peut exister des fibres stables de 
rang r et de classes de Chern ci, c 2 n'ayant pas ces proprietes. 

II est possible de preciser le 1- du theoreme 3.1. On rappelle dans le §3.2.1 la notion 
de triade, qui est un triplet particulier (E, F, G) de fibres exceptionnels. On ne considere 
ici que des triades de fibres exceptionnels dont les pentes sont comprises entre — 1 et 0. A 
la triade (E,F,G) correspond le triangle T(e,f,g) du plan (de coordonnees (//, A)), dont 
les cotes sont des segments de paraboles et les sommets les points correspondant a E, F 
et G. Ce triangle est defini par les inequations 

A < P(/j-h(G)) —A(G), A > P(fj l — fj l (H)+3) — A(H), A < P(u,-n(E) + 3) - A(E), 

H etant le fibre exceptionnel noyau du morphisme devaluation E <g> B.om(E, F) — > F. 
Soit T l'ensemble des triades de fibres exceptionnels dont les pentes sont comprises entre 
— 1 et 0. Soit S l'ensemble des points (//, A) du plan tels que 

-l<p<0, -^<A<*V). 

On demontrera le 



Theoreme 3.2 1 - Soient (E,F,G), (E',F',G') des elements distincts de T. Alors les 
triangles T( E ^ FG ) et T{e< ,f',g') on t une intersection non vide si et seulement si cette in- 
tersection est un sommet commun ou un cote commun. Dans le premier cas, les fibres 
exceptionnels correspondants sont identiques, et dans le second les paires de fibres excep- 
tionnels correspondantes le sont. 

2 - On a S = (J T(e,f,g) ■ 

(E,F,G)eT 

3 - Soient r,Ci,c 2 des entiers, avec r > 1, 

H = —, A = -{02 — cj. 

Ci r 2r 

On suppose que (/i, A) e T{e,f,g)- Soit H le noyau du morphisme devaluation 
E ® Hom(E, F) — > F. Alors 

m = r.rg{E).{P{fi- fi{E) + 3) - A(E)), 

n = r.rg(H).(P(»-»(H) + 3)-A(H)), 

p = r.rg{G).{P{u.-u.{G))-A{G)) 

sont des entiers positifs ou nuls, et le fibre prioritaire generique de rang r et de classes 
de Chern c±, c 2 est de la forme 

(E® (C m )©(F® (C n )e(G® c p ). 
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On construit dans le § 3.4 des varietes de modules fins (definies localement ou globale- 
ment) constitutes de faisceaux prioritaires de rang r et de classes de Chern ci, C2, dans 
le cas ou M(r, c±, C2) = 0. Ces varietes ne contiennent pas en general tous les faisceaux 
prioritaires de rang r et de classes de Chern c\, c 2 , et les faisceaux qui les constituent 
ne sont pas simples. On donne en particulier un exemple d'ensemble ouvert de faisceaux 
prioritaires pour lequel il existe une variete de modules fins definie localement mais pas 
de variete de modules fins definie globalement. 

3.2 Fibres exceptionnels 

3.2.1 Construction des fibres exceptionnels 

Les resultats qui suivent ont ete demontres dans ou 0. Un fibre exceptionnel est 
entierement determine par sa pente. Soit V l'ensemble des pentes de fibres exceptionnels. 
Si a G V, on note E a le fibre exceptionnel de pente a, et r a son rang. On montre que r a 
et Ci(E a ) sont premiers entre eux. Soit A Q = A(E a ). Alors on a 



(ce qui decoule du fait que x(Ea,E a ) = 1). 

Soit T> l'ensemble des nombres rationnels diadiques, c'est-a-dire pouvant se mettre 
sous la forme p/2 Q , p et q etant des entiers, q > 0. On a une bijection 



A, 



■a 




e : S 



V. 



Cette application est entierement determinee par les proprietes suivantes: 



- Pour tout entier k, on a e{k) = k. 

- Pour tout entier k et tout x G V, on a e(x + k) = e(x) + k. 

- Pour tous entiers p, q, avec q > 0, on a 



2p+l 
2?+i 



e(-) x e( 



p + l 

2i 



oil x est la loi de composition suivante : 



a x (3 



a + p A a — A/3 
2 3 + a -p' 



Cette relation signifie simplement que 



x(E ax/3l E 

a I 



0. 



La construction des pentes des fibres exceptionnels comprises entre —1 et se fait 
done en partant des pentes —1 et 0, correspondant aux fibres exceptionnels 0(—l) et O. 
On appelle triades les triplets de fibres exceptionnels de la forme 
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{0{k), 0(k + 1), 0(k + 2)), (E a , E ax p, Ep), (E ax p, Ep, E a+3 ) ou (Ep_ 3 , E a , E ax p), a et (3 
etant des elements de V de la forme 

ou p et q sont deux entiers avec q > 0. Les triades sont exactement les bases d'helice de 
0- 

On donne maintenant la construction des triades de fibres exceptionnels dont les pentes 
sont comprises entre —1 et 0. Ces triades sont du type (E a , E aX p, Ep). La construction 
se fait de la fagon suivante, par recurrence : on part de la triade (O(-l), Q*, O), ou Q est 
le fibre exceptionnel quotient du morphisme canonique O(-l) — ► O ® H (O(l))* . Sup- 
posons la triade (E, F, G) construite. Alors on construit les triades adjacentes (E, H, F) 
et (F, K, G). Le fibre H est le noyau du morphisme canonique surjectif 

F ® Hom(F, G) — > G 

et K est le conoyau du morphisme canonique injectif 

E — ► F ® Hom(£ l , F)*. 

De plus, le morphisme canonique 

E ® Hom(E, H) — > H (resp. K — >G® Rom(K, G)* ) 

est surjectif (resp. injectif) et son noyau (resp. conoyau) est isomorphe a G(—3) (resp. 
E(3)). 

3.2.2 Suite spectrale de Beilinson generalised 

A toute triade (E, G, F) et a tout faisceau coherent £ sur P 2 on associe une suite spectrale 
EP ,q de faisceaux coherents sur P 2 , convergeant vers £ en degre et vers en tout autre 
degre. Les termes E± ,q eventuellement non nuls sont 

Ei 2,q ~ H g (£ (8) E*(—3)) (g) E, E^ 1,q ~ H q {£ ® S*) ® G, E^ q ~ H q [£ ® F*) ® F, 

S designant le fibre exceptionnel conoyau du morphisme canonique injectif 
G — >• F (g Hom(G, F). 

3.2.3 Serie exceptionnelle associee a un fibre exceptionnel 

Soit F un fibre exceptionnel. Les triades comportant F comme terme de droite sont de la 
forme (G n ,G n+ i, F), ou la suite de fibres exceptionnels (G n ) est entierement determined 
par deux de ses termes consecutifs, par exemple G et Gi, par les suites exactes 

— ► G n -i — > (G n ® Hom(G n _ 1 , G n )*) ~ (G n ® Hom(G n , G n+1 )) — > G n+1 — ► 0. 
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On appelle (G n ) la serie exceptionnelle a gauche associee a F. Les couples (/i(G n ), A(G n )) 
sont situes sur la conique adequation 

A = P(pi-u,(F))-A(F) : 

(ce qui traduit le fait que G n ) = 0). 




A = 1/2 



Dans la figure ci-dessus, les points A et B sont les intersections de cette conique avec 
la droite d'equation A = 1/2. On a 

lim G n = A et lim G n = B. 

n — >— oo n — >oo 

Remarquons que fJ,(B) — fJ>(A) < 3. 

Si F — O, il existe une unique paire (G n ,G n+ i) telle que fj,(G n+ i) — /i(G n ) > 1, 
c'est (0(—2),0(—l)). Supposons que —1 < fJ>(F) < 0. II existe alors une unique tri- 
ade de la forme (E, F, G), avec -1 < u.(E) < n(G) < 0. On en deduit que (G(-3),E) 
est une des paires (G n: G n+1 ). On peut supposer que (G(—3),E) = (G ,Gi). On a 
yu(G'i) — /i(Go) > 2, et (Go, G\) est l'unique paire (G n , G n+ i) telle que 
/i(G n+ i) — (J,(G n ) > 1. On l'appelle la paire initiate de la serie (G n ). 

Lemme 3.3 Le fibre vectoriel Gq ® G\ est engendre par ses sections globales. 

Demonstration. D'apres la construction de (G ,Gi), il sufflt de prouver le resultat 
suivant : si (A,B,C) est une triade de fibres exceptionnels telle que /x(C) — fx{A) < 1, 
les fibres B* <g> A(3), C* <8> -8(3) et C* <8> A(3) sont engendres par leurs sections globales. 
On demontre cela par recurrence : il faut montrer que si c'est vrai pour une triade, c'est 
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vrai pour les deux triades adjacentes. Supposons que ce soit vrai pour (A,B,C). Soient 
H le noyau du morphisme canonique surjectif 

B <g) Hom(S, C) — >C 

et K le conoyau du morphisme canonique injectif 

A — > B® Hom(A,5)*. 

II faut montrer que le resultat est vrai pour les triades (A,H,B) et (B,K,C). En 
considerant la triade duale (C*(— 1), B*(— 1), A*(— 1)), on voit qu'il suffit de considerer 
(A, H, B). On a une suite exacte 

— > H — > B <g> Hom(B, C) — > C — > 0. 

On en deduit un morphisme surjectif 

B*(3) ®A® Rom(B, C)* — > H*(3) ® A. 

Puisque B* (3) ® A est engendre par ses sections globales (hypothese de recurrence), il en 
est de meme de H*(3) <g> A. On a d'autre part une suite exacte 

— ► C(-3) — »■ A ® Hom(C(-3), A)* — > if — ► 0, 

d'ou on deduit un morphisme surjectif 

B*(3) <8)A<8) Hom(C(-3), A)* — ► B*(3) ® 7f , 

d'ou on deduit que 5* (3) ® H est engendre par ses sections globales. □ 

Lemme 3.4 Pour tout entier n, on a n > 1 si et seulement si pour tous entiers a, b, c 
positifs ou nuls, le fibre vectoriel 

(G n <g) (C a ) © (G n+ i ® I 6 ) © (F ® (C c ) 

est prioritaire. 

Demonstration. Immediat. □ 

On definit de meme la serie exceptionnelle a droite (H n ) associee a F. On a 
H n = G n (3) pour tout n. 
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3.2.4 Etude de T 

L 'ensemble T est construit comme une union croissante de sous-ensembles 
T = {(0(-l), Q*, O)} C T x C . . . T n C T n+1 C . . . 
T = (J T n , 

n>0 

oh T n est l'ensemble des triades (E a , E ax/3 , Ep), a, (3 etant de la forme 

(P\ a (P +1 \ 



avec p entier. Si n > 0, les triades de T n \T n ^i forment une suite t , . . . , t 




Le segment de conique E_iE de T( E _ liEl! E ) n'est autre que la courbe A = — Mthi). 
On en deduit immediatement le 



Lemme 3.5 Soit Z = U(b,f,g)£T 1{e,f,g)- Alors, si (//, A) <E Z, on a (/i, A') E Z si 

+ < A' < A. 
2 
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3.3 Fibres prioritaires generiques 
3.3.1 Cohomologie naturelle 

Proposition 3.6 Soient F un fibre exceptionnel, r, c\, C2 des entiers tels que r > 2, 
n(F) — xp < fi < fi(F) et A = 5([i). Alors il existe un fibre vectoriel stable £ de rang r 
et de classes de Chern c\, Ci, tel que Ext 1 (£,F) = {0}. 

Demonstration. On considere la suite (G n ) de fibres exceptionnels du §3.2.3. Soient n un 
entier et £ un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern ci, C2. On pose 

k = X (£,F) } m n = - x (£®G* n (-3)), 

qui sont independants de £. Ces entiers sont positifs : pour le premier, cela decoule 
du fait que le point correspondant a £ est situe sous la conique donnant l'equation de 
5(a) sur ]fi(F), fi(F) + xf[- Pour le second on utilise le fait que H°(£ ® G* (— 3)) et 
H 2 (£ (g) 3)) sont nuls. On considere les triades (F, G r p _ 1 (3), G p (3)). Ceci suggere de 
trouver £ comme noyau d'un morphisme surjectif adequat 

: (F ® (L k ) © (Gp_i(3) ® <L m » +1 ) — > G p (3) ® 1^. 

Un tel fibre a en effet les bons rang et classes de Chern, et de plus on a Ext^F) = {0}. 
Pour montrer que £ se deforme en fibre stable, il suffit qu'il soit prioritaire, car le champ 
des faisceaux prioritaires est irreductible (cf. JT7|| ) . On prend p — 1, c'est-a-dire qu'on 
considere des morphismes 

(F ® (L k ) © (G (3) © (C m2 ) — > Gi(3) © C mi . 

Alors on a /x(Gi(3)) - m(G (3)) > 1, done ^(Gi(3)) - a.(F) > 1, et la paire (F,Gi(3)) 
est initiale dans la serie qui la contient. Ceci entraine que le faisceau des morphismes 
precedents est engendre par ses sections globales. Comme r > 2, il existe un morphisme 

9 : (F © <L k ) © (G? (3) © (C ma ) — > Gi(3) © <L mi 

qui est surjectif. Soit 

£ = ker(0). 

II reste a montrer que £ est prioritaire, c'est-a-dire que Rom(£,£(— 2)) = {0}. On a une 
suite exacte 

— > £ — > (F © (C fc ) © (G? (3) © (C m2 ) — > G x (3) © C mi — > 0, 
d'ou on deduit que 

Hom(f,5(-2)) C (Hom(^,F(-2)) © C fe ) © (Hom(£, G (l)) © C" 12 ). 
II faut montrer que 



Hom((£,F(-2)) = Hom(5,G Q (l)) = {0}. 
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Montrons d'abord que Hom((£, F(—2)) = {0}. D'apres la suite exacte precedente, on 
a une suite exacte 

(Hom(F, F(—2)) ® C fc ) © (Hom(G Q (3), F(-2)) ® (C ma ) — -> Hom((£, F(-2)) 

— ►Ext 1 (G 1 (3),F(-2))<8 C mi . 

On a Hom(F,F(-2)) = Hom(G (3), F(-2)) = {0}, car //(G (3)) > /x(F) > //(F(-2)). 
D' autre part, 

Ext 1 (G 1 (3),F(-2)) ~ Ext 1 (F(-2),Gi)* 

par dualite de Serre. Pour montrer que Ext 1 (F(— 2), G\) = {0}, il suffit d'apres @ de 
prouver que (j,(F(—2)) < /i(Gi). Si F = O c'est evident car G\ = 0(—l). Sinon, on 
a fi(Gi) — //(Go) > 2, et si fi(F(— 2)) > on a /i(-F) — A*(G ) > 4, ce qui est faux 

car - //(G ) < 3. 

Montrons maintenant que Hom(£,Go(l)) = {0}. On a une suite exacte 

(Hom(F,G (l)) ® C fe ) © (Hom(G (3),G (l)) © C m2 ) 

— > Hom((f , G (l)) — > Ext^G^), G Q (1)) © (C mi . 

On a Hom(F,G (l)) = {0} car /x(F) > /t(Gi) > /t(G (l)), et Hom(G (3), G (l)) = {0}. 
II reste a prouver que Ext 1 (Gi(3), G (l)) = {0}. On a 

Ext 1 (G 1 (3),G (l)) ~ Ext 1 (G (l),G 1 )* = {0} 

d'apres § et le fait que /t(G (l)) < /t(G x ). □ 

3.3.2 Exemples 

On montre ici que sous les hypotheses de la proposition 3.6, il existe en general des fibres 
8 tels que Ext 1 (£, F) ^ {0}. Soient n > 1 un entier, X un ensemble de n points distincts 
de P 2 . On a dim(Ext 1 (J x (l), O)) = n. Soit 

— >0® <L n — > E — ► l x (l) — > 

une extension definie par un isomorphisme Ext 1 (Xx(l), O) ~ (L n . Alors E est un fibre 
vectoriel de rang n + 1 et de classes de Chern 1 et n. On a x(E, O) = {0}, et si n > 2, 
on a < n(E) < Xq- De plus, E est de type de decomposition generique (1, 0, . . . , 0). 
Les droites de saut de E sont les droites joignant deux points de X. Le fibre E est stable, 
a cause du resultat suivant, qui semble connu mais dont je donne une demonstration, 
n'ayant pu trouver de reference : 

Lemme 3.7 Soit U un fibre vectoriel sur P2, de type de decomposition generique 
(1, 0, . . . , 0), ay ant un nombre fini de droites de saut, et tel que 

h°(U(-l)) =h°(U*) = {0}. 

Alors U est stable. 
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Demonstration. II faut montrer qu'etant donne un morphisme generiquement injectif de 
fibres vectoriels 

/ : G — > U, 

avec 2 < rg(G) < rg(U) — 2, on a C\(G) < 0. On a C\(G) < 1, car U est de type de 
decomposition generique (1,0, ...,0). Supposons que C\(G) = 1. Alors G est de type 
de decomposition generique (1, 0, . . . , 0). Sur une droite generique I on a un morphisme 
generiquement injectif G\e — > U\t, et comme G\t et U\£ sont de type de decomposition 
(1,0, ...,0), ce morphisme est injectif. II en decoule qu'il n'y a qu'un nombre fini de 
points de P2 oil / n'est pas injectif. On en deduit que si U\e est de type (1, 0, . . . , 0), il 
en est de meme de G\e, et done coker(/) modulo torsion est de type de decomposition 
trivial sur I et n'a comme U qu'un nombre fini de droites de saut. Done coker(/) modulo 
torsion est trivial, ce qui contredit le fait que h°(U*) = {0}. □ 

On a A(E*) = 5(u-(E*)), et x(E*,0) = 3. Done si n > 2, le point (//(£*), A(E*)) 
est situe sur G(0). De plus on a, si n > 4, 



dim(Hom(E*,C)) > n > 3, 

done 

Ext 1 ^*,^) ^ {0}. 



3.3.3 Demonstration du theoreme 3.1 

Soient F un fibre exceptionnel, r, Ci, c 2 des entiers tels que fJ>(F) — x F < ri < fJ>(F) + xp, 
A < 5(n) et (ri, A) 7^ (h(F), A(F)). On peut se limiter au cas oil ri(F) — x F < ri < fi(F), 
l'autre cas s'en deduisant par dualite. On a alors 

p = r.rg(F)(P(u, — 11(F)) — A — A(F)) > 0. 

Supposons que ri > 5'(ri). Alors on a p.rg(F) < r. En effet, ceci equivaut a 

5(a) - A < 



rg(Ff 

(cf. la figure de l'lntroduction). II existe done des entiers r', c[, c' 2 , tels que r, c\ et c 2 
soient le rang et le classes de Chern d'une somme directe d'un fibre vectoriel U de rang 
r' et de classes de Chern c[,c' 2 et de F ® (C p . Le point correspondant a U est situe sur la 
conique d'equation 

A = P(h-h(F))-A(F) 

et on a A > 5'(ri) si et seulement si ce point est situe sur le segment G(F) de la conique. 

Supposons que A > 5'(u) et r' > 2. Dans ce cas il existe d'apres la proposition 3.6 
un fibre stable U de rang r' et de classes de Chern c^c^ tel que Ext 1 ^,^) = {0}. Le 
fibre 

S = (F <g> (L P )@U 
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est prioritaire, de rang r et de classes de Chern C\,C2- Les fibres prioritaires generiques 
sont de ce type, car les fibres tels que £ sont definis par la suite de conditions ouvertes 
suivante : 

(i) on a Ext 2 (F,£) = {0}. 

(ii) Le morphisme canonique devaluation 

ev : F <g> <L P = F <g> Hom(F, £) — >£ 

est inject if. 

(iii) Si U = coker(ef), U est un fibre stable tel que Ext^WjF) = {0}. 

Supposons maintenant que r' — 1. Dans ce cas on doit avoir F — O et Ci = 1 . 
Les faisceaux de M(r' , c[, c' 2 ) sont de la forme X x (ideal d'un point x de P 2 ). On a 
Ext 1 (X c , O) — ([, d'ou le theoreme A dans ce cas. 

II reste a traiter le cas ou A < 5'(/i). C'est une consequence du theoreme C, dont la 
demonstration suit. □ 

3.3.4 Demonstration du theoreme 3.2 

Soit (E, F, G) G T. En considerant la suite spectrale de Beilinson generalisee associee 
a (E,F,G), on voit immediatement que les points (//, A) de 7[e,f,G) coordonnees ra- 
tionnelles) sont les paires (//(£), A(£)), ou £ est de la forme 

£ = (E <g> (C a ) © (F ® (C 6 ) © (G ® (C c ), 

avec a, 6, c > non tous nuls. Le fibre precedent est prioritaire et rigide, c'est done un 
fibre prioritaire generique. 

On pose comme dans le lemme 3.5, 

Z = (J T{E,F,G) ■ 

(E,F,G)£T 

La partie 1- du theoreme C est une consequence immediate du § 3.2.4. II reste done a 
prouver que 

Z = S. 

Soit (/!, A) G Z. Alors on a A < S'(u), car les fibres prioritaires generiques ayant les 
invariants /i et A sont rigides, comme on vient de le voir. On a done Z C S. 

Soit F un fibre exceptionnel tel que —I < fi(F) < 0, (G n ) la serie exceptionnelle a 
gauche associee a F. On va montrer que lorsque n tend vers l'infini, le segment de conique 
G n F de T(G n _ lt G„,F) tend vers le segment de conique 

{( / i,<5 / ( / i)), / i(i 71 )-^</i</i(F)}. 

On montrerait de meme que si — I < fJ,(F) < 0, et si (H n ) est la serie exceptionnelle a 
droite associee a F, alors lorsque n tend vers moins l'infini, le segment de conique FH n 
de T(F,H n ,H n+ i) tend vers le segment de conique 

{(fi,5'(fi)),fi(F)<fi<fi(F) + x F }. 
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D'apres le lemme 3.5, ceci entraine que S C Z. 

L'equation du segment de conique G n F de T(G n _ u G n ,F) est 

A = P( A *- A i(G n _ 1 )-3)-A(G n _ 1 ). 

On a 

Um(/i(G n -i)) = li(F)-x F , r lim(A(G„_ 1 )) = \ 
Done le segment G n F tend vers la courbe 

{(//,</>(//)), //(F) -x F <//< //(F)}. 

avec 

0(/i) = P(//-//(F) + z F -3)-^. 

On verifie immediatement que 0(/t) = £'(//), ce qui acheve la demonstration du theoreme 
C. □ 



3.4 Varietes de modules fins de faisceaux prioriaires instables 

Soient r, ci, c 2 des entiers tels que r > 1 et M(r, ci, c 2 ) = 0. Soient 
d 1 r - 1 2 ci(ci + 3) 

On suppose que 

u(u + 1) 
-1 < // < et A > - ' 



2 

II existe done des fibres prioritaires de rang r et de classes de Chern ci, c 2 . 
3.4.1 Le cas A < 5'(/t) 

Dans ce cas il existe d'apres les theoremes 3.1 et 3.2 une triade (E,F,G) de fibres ex- 
ceptionels de pentes comprises entre — 1 et et des entiers to, n, p tels que le faisceau 
prioritaire generique de rang r et de classes de Chern ci, c 2 soit isomorphe a 

8 = (E <g> <L m ) © (F <g> (T) ®{G® (L p ). 

Le fibre 8 est rigide. On en deduit immediatement la 

Proposition 3.8 Tout ensemble ouvert X de faisceaux de rang r et de classes de Chern 
c\, c 2 sur~P 2 , constitue de classes d'isomorphisme de faisceaux prioritaires, contient celle 
de 8, et X admet une variete de modules fins definie localement si et seulement si X est 
reduit a la classe d'isomorphisme de 8. 
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3.4.2 Le cas A > S'(fi) 

3.4.2.1 Cas d' existence de varietes de modules fins 

Soit F l'unique fibre exceptionnel tel que f-i(F) — x F < ii < n(F) + x F . On sup- 
posera que fJ-(F) — xp < (J> < f-t(F) (l'autre cas est analogue). On supposera aussi que 
(ci,c 2 ) ^ (0,1). Soient 

p = r .rg(F)(P(fi - fi(F)) - A- A(F)) = r.rg(F)(5{n) — A) 

et r', c[, c 2 les entiers tels que le faisceau prioritaire generique de rang r et de classes de 
Chern c±, c 2 soit de la forme 

(F © & P )®U, 

U etant un fibre stable de rang r' et de classes de Chern c[, c' 2 . Soient 

u! - ^ A' — —ic' - T '~ 1 c' 2 ) v' - C ' 1<kC>1 + 3 ^ +r f -c' 

On a //(F) -x F <n' < n{F) et A' = 5(//). 

Supposons que r', c' x et x' soient premiers entre eux. Dans ce cas M( y r',c' 1 ,c' 2 ) est 
lisse et il existe un faisceau universel £ sur M(r' ', c' 1; c 2 ) x P 2 . Soit M C M(r', c^,^) 
l'ouvert constitue des points x tels que Ext 1 (f x , F) = {0}. Soit Ao l'ensemble des classes 
d'isomorphisme des faisceaux (F ® (t p ) © £ x , x parcourant Mq. C'est un ensemble 
ouvert, et il aise de voir que (M , (F <g> (C p ) © ^m ) es ^ une variete de modules fins pour 
Xq. On a une sorte de reciproque : 

Proposition 3.9 Soit X un ensemble ouvert de classes d'isomorphisme de faisceaux sur 
P 2 contenant des classes d'isomorphisme de faisceaux prioritaires de rang r et de classes 
de Chern c\, c 2 . Alors s'il existe une variete de modules fins definie localement pour X , 
les entiers r 1 , c[ et c 2 sont premiers entre eux. 

Demonstration. Quitte a remplacer X par un ensemble plus petit, on peut supposer que X 
est constitue uniquement de classes d'isomorphisme de faisceaux prioritaires de la forme 
(F © (L p ) @IA, oil U est un fibre stable de rang r' et de classes de Chern c[, c' 2 . On peut 
aussi supposer que X admet une variete de modules fins (M,£ ). Alors M est lisse car 
pour tout faisceau prioritaire E on a Ext 2 (E,E) = {0}. II en decoule que le faisceau 
coherent Pm*(F* © £ ) sur M est localement libre de rang p, et le morphisme canonique 
de fibres vectoriels sur M © P 2 

$:F©p M ,(F*©£ ) -^£ 

est injectif. Son conoyau est une famille de fibres stables de rang r' et de classes de Chern 
c[, c' 2 parametree par M. Le morphisme induit par coker($) 

/ : M — > M(r', c[, c 2 ) 
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est une immersion ouverte, comme on peut le voir en examinant le morphisme tangent 
Tf. II en decoule que M, vu comme ouvert de M{r' ^c^c^), possede un fibre universel. 
D'apres les entiers r', c[ et x' son t premiers entre eux. □ 

3.4.2.2 Application du theoreme 2.13 

On suppose ici que r', c[ et x' son t premiers entre eux. On note £ un faisceau uni- 
versel sur M(r' , c^c^) x P 2 . Soit y l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux 
coherents U qui peuvent s'ecrire comme extensions 

— > F® (L p — >U — > E — ► 0, 

E etant un faisceau stable de rang r' et de classes de Chern c[, c' 2 , de telle sorte que 
l'application lineaire induite 

(L p * — > Ext 1 (E,F) 

soit surjective. De tels faisceaux sont prioritaires, de rang r et de classes de Chern ci, c 2 . 
On deduit du theoreme 2.13 le 

Theoreme 3.10 Soit M I 'ouvert de M(r' \d Xl d^) constitue des points x tels que 
dim(Ext 1 (£ x , F)) < p . Alors y est un ensemble ouvert et il existe une variete de modules 
fins definie localement (M, {£%)) pour y . 

Remarques : 1 - Si p est suffisamment grand, on a M = Mir',^,^) , et M est 
projective. C'est done une variete de modules fins definie localement maximale (ci. §2.6). 
J 'ignore si en general M est maximale. 

2-11 existe bien sur d'autres faisceaux prioritaires de rang r et de classes de Chern c\, 
c<i que ceux de M. Mais j 'ignore s'il existe une variete de modules fins definie localement 
ne contenant que des faisceaux prioritaires de rang r et de classes de Chern cj, c 2 , mais 
contenant au moins un faisceau qui n'est pas dans M. 

3 - La dimension du groupe d'automorphismes des faisceaux de M est 

p 2 + 1 + 3pr'.rg(F){fi{F) - //). 

3.4.2.3 Le probleme de I'existence d'un faisceau universel global 

On considere la situation du theoreme 3.10. Supposons qu'il existe une variete de mo- 
dules fins (M, J 7 ) pour y (et done que les Si se recollent). Comme dans la demonstration 
de la proposition 3.9 on trouve une suite exacte de faisceaux sur M x P 2 

— ► F <g> p* M {T) — > T — > E M ® P* M (L) — > 0, 

T etant un fibre vectoriel de rang p sur M et L un fibre en droites sur M. Cette suite 
exacte est associee a 

a e Exb 1 {£ M ®p* M {L) 1 F®p* M (r)). 
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Pour tout x G M, soient 
0, : Ext 1 (^M <8> P*m{L)i F <g) P*m(F)) — ► Ext 1 ^ <g) L X: F <g) r x ) ~ L( (C p *, Ext 1 (f a; , F)) 

le morphisme canonique et = 6^(0-). Alors est surjective. 

Reciproquement, soient T un fibre vectoriel de rang p sur M, L un fibre en droites sur 
Met <tG Ext x (^M <8> p* M (L), F ® pXf(r)) tels que pour tout x dans M, <r x soit surjective. 
Alors l'extension de Em ® P*m(L) P ar F ® (r) associee a a fournit un faisceau universel 
pour y, qui admet done une variete de modules fins definie globalement. 

D'apres la demonstration du theoreme 2.13 il existe un faisceau coherent A sur M tel 
que pour tout x G M(r', c[, c' 2 ) on ait un isomorphisme canonique 

A x ~ Ext^F), 

et que pour toute sous-variete localement fermee Z et tout s G H°(Z, <L P <8> A) il existe 
une suite exacte de faisceaux coherents sur 2xP 2 

— >F® <L P — >U — >£ z — >0 

telle qu'en tout point x G Z l'extension 

— > F — ► U x — >£ x — >0 

soit associee a s(x) G A x = Ext 1 ^, F). Lorsqu'on remplace F ® (C p par F <E> T et £ par 
£ ®Vm(.L) on a un faisceau «4(T, L) analogue a „4 ® (C p tel qu'en tout x G M on ait un 
isomorphisme canonique 

•A(r,L) x ~ Ext 1 ^ ^L^F^TA. 

On a 

^(r,L) ~ ^(r,c)®L*. 

Soit n la dimension maximale de dim(Ext 1 (£ x , F)), x parcourant M(r', c[, c 2 ), et pour 
tout entier % tel que 1 < i < n, di la dimension de la sous-variete localement fermee de 
M(r' , c[, c' 2 ) constitute des points x tels que dim(Ext 1 (£ x , F)) = i Soit Cm(1) un fibre 
en droites tres ample sur M. On prend T trivial et L — Om(-tti), avec m assez grand 
pour que le faisceau A(0 ® (C p , L) = A(0 ® (L p , (9) <g> L* soit engendre par ses sections 
globales. Cela implique que pour tout x G M, Q x est surjective. On cherche p sections 
de ce faisceau engendrant Ext 1 (£ a; ,F) pour tout x G M. Un calcul simple permet de 
demontrer la 

Proposition 3.11 Si p > Max(<ij + i, 1 < i < n), on a M = M(r', c[, c' 2 ) et il existe 
une variete de modules fins globale (M, JF) pour y . 



40 



Jean-Marc Drezet 



3.4.2.4 Exemple : le cas (r\ c[, c 2 ) = (4, -2, 4) 
On a alors 

( r , Cl ,c 2 ) = (2p + 4,- P -2,*^ + 4), „=-!, A = 5 + _L_. 

On a un isomorphisme canonique 

M(r', c[, c' 2 ) ~ P 5 = F(S 2 V). 

Si -D est une droite de S 2 V, le faisceau semi-stable correspondant a D est le conoyau £ D 
du morphisme canonique injectif 

C(-3) — > C(-l) <g> (tfV/D). 

On a done un faisceau universel £ sur P(S' 2 i/) et une suite exacte de faisceaux sur 
T(S 2 V) x P 2 

— > pl(0(-3)) — > pj(0(-l)) ® rf(Q) — 5 — 0, 

Pi, p 2 designant les projections P(S 2 \/) x P 2 — ► F(S 2 V) et X>{S 2 V) x P 2 — ► P 2 
respectivement. Soit Z C P(S' 2 i/) la sous-variete localement fermee correspondant aux 
elements decomposables, P la sous-variete fermee isomorphe a P 2 composee des points 
(Cm 2 , avec u e V\{0}. 

Proposition 3.12 Si p = 1 on a M = F(S 2 V)\P. Si p > 2 on a M = ~P(S 2 V). II 
existe une variete de modules fins globale (M, JF) pour y si et seulement si p ^ 2. 

Demonstration. On note M(V) le noyau du morphisme canonique 

S 2 V ®V* — > V 

et 4>d l'application canonique 

M (V) — ► (S 2 V/D) <g> V*. 

Alors de la suite exacte 

— > C(-3) — > C(-l) <g> (SV/D) — ► £ D — > 
on deduit un isomorphisme canonique 

Ext^^Q*) ~ coker(> D ) ~ ker(0 D )*. 

II en decoule que 

din^Ext^^Q*)) = si F(S 2 V)\(Z U P), 
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dim(Ext 1 (^,g*)) = 

dim(Ext 1 (^ D ,g*)) = 

On en deduit dej a que M— P(S 2 V)\P si p = 
une variete de modules fins (M, J 7 ) pour y si 
Etant donne que la restriction 



1 si D e Z, 

2 si D e P. 

= 1, M = F(S 2 V) si p > 2, et qu'il existe 
p > 5 (d'apres la proposition 3.11). 



Pic(P(S 2 V)) — ► Pic(Z) 

est surjective, il decoule de la discussion du §3.4.2.3 qu'on peut trouver une variete de mo- 
dules fins (M, T) pour y si p — 1. Plus precisement, le fibre en droites A sur Z peut 
etre rendu trivial si on remplace S par S ®p* M (£), pour un £ convenable dans Pic(M). 

II reste a traiter les cas 2 < p < 4. On a une suite exacte de faisceaux sur 
M = F(S 2 V) 

— >Q*®V — ><D(g) M{V)* — > A — ► 0, 
d'ou on deduit aisement que 

A\ Z ^ O m (1)\z, Ap - Qp 

ouQp est le fibre Q sur P 2 . Puisque Qp n'est pas la restriction a P d'un fibre vectoriel sur 
~P(S 2 V) (son determinant n'est pas la restriction a P d'un element de Pic( F(S 2 V))), il 
n'est pas possible de choisir L et T (cf. §3.4.2.3) de telle sorte que G\p devienne engendre 
par deux sections globales (c'est-a-dire trivial). On n'a done pas de variete de modules 
fins globale dans ce cas. 

Supposons que p = 3 ou 4. Alors trois sections globales de Cz(l) suffisent a engendrer 
ce fibre, et trois sections globales de Qp suffisent aussi a l'engendrer. II en decoule que 
trois sections generiques de A engendrent ce faisceau. Done dans ce cas il existe une 
variete de modules fins pour y. □ 

3.4.2.5 Les cas ou c± — et c 2 = 1 

On a alors (r / ,c / 1 ,c / 2 ) = (1,0,1), et les faisceaux de M(r' ',c / 1 ,c' 2 ) sont les ideaux de 
points de P 2 . On a done 

M(r', c[, c' 2 ) ~ ffilb 1 (P 2 ) ^P 2 . 

Pour tout point x de P 2 on a une suite exacte canonique 

— ► 0(-2) ® A 2 x ± — > C(-l) ® x ± — > l x — >0, 

ou x L C V* est l'orthogonal de x. On en deduit la suite exacte 

— ► C — > V* ® Q x — > S 2 V* ® A 2 Q X — »■ Ext^X,, O) — ► 0. 

Soient p M , P2 les projections ffilb 1 (P 2 ) x P 2 — »• Hilb 1 (P 2 ) et Hilb 1 (P 2 ) x P 2 — > P 2 
respectivement. On deduit de ce qui precede un faisceau universel T sur Hilb 1 (P 2 ) x P 2 
et une suite exacte de fibres vectoriels sur Hilb 1 (P 2 ) x P 2 

— p* 2 {0{-2)) ® p* M (A 2 Q*) — P* 2 (0(-1)) ® P * M (Q*) — > I' — >■ 0, 
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et une suite exacte de fibres vectoriels sur Hilb (P2) 

O-^O^ p* M (Q) ® V* — > p* M (A 2 Q) ® SV* — > -4 — > 0, 

ou A est le faisceau de la demonstration du theoreme 2.13 (qui est ici localement libre de 
rang 1) tel qu'en tout point x de P 2 on ait A x ~ Ext 1 (X c , O). On a 

.A ~ 0(3). 

Soit 

J = A®p* M (0(3)). 

Pour ce nouveau faisceau universel, le fibre A devient trivial, et la section 1 definit une 
extension 

— >0 — >V — > J — >0 

telle qu'en tout point a; de P2 = Hilb 1 (P2), sa restriction a {x} x P2 soit non triviale. 

Soit y l'ensemble des classes d'isomorphisme des faisceaux V x , x parcourant P2. Alors 
y est ouvert et (P 2 , V) est une variete de modules fins pour y. 

Plus generalement, soit y p l'ensemble des classes d'isomorphisme des faisceaux 
V x ®(0® <L P ), x parcourant P 2 . Alors y p est ouvert et (P 2 ,V©(C® <L P )) est une 
variete de modules fins pour y p . 
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4 Varietes de modules fins de faisceaux de rang 1 

4.1 Faisceaux simples de rang 1 

On note ux le fibre canonique sur X. 

Lemme 4.1 On suppose que u x est non trivial et que u x l possede des sections non 
nulles. Soit E un faisceau de rang non nul simple sur X . Alors on a 

Ext 2 (E,E) = {0}. 

Demonstration. On a par dualite de Serre 

Ext 2 (E,E) ~ Hom(E,E®u} X y. 

Supposons que Ext 2 (E,E) ^ {0}. O n en deduit un morphisme non nul 

/ : E — > E <g> cox- 

Soit : Ux — > Ox un morphisme non nul. II s'annule done sur une hypersurface de X. 
Alors (Ie <E> 0) ° / est un endomorphisme de E qui n'est pas une homothetie. On a done 
Ext 2 (E,E) = {0}. □ 

On s'interesse aux varietes de modules fins constitutes de faisceaux simples de rang 1 
et de determinant trivial. D'apres le lemme precedent, de telles varietes sont lisses si ujx 
est non trivial et uj x x possede des sections non nulles. 

Theoreme 4.2 On suppose que X = P 2 ou X — Pi x Soient Y une variete 
algebrique integre, £ une famille plate complete de faisceaux de rang 1 simples sur X 
et de determiant trivial. Soient U Vouvert de Y constitue des points y tels que £ y soit 
sans torsion, et Z = Y\U. Alors si X = P 2; Z est de codimension au moins 4 dans Y , 
et si X = Pi x P 1; Z est de codimension au moins 3 dans Y . 

II en decoule que dans toute variete de modules fins de faisceaux simples de rang 1 et 
de determinant trivial sur X, l'ouvert correspondant aux faisceaux qui sont des ideaux de 
sous-schemas de X de dimension est non vide et dense. 

Demonstration. Soit m un entier tel que pour tout point y de Y, £ y (m) soit engendre par 
ses sections globales, et que /i 1 (^ y (m)) = h 2 (£ y (m)) = {0}. Soient p = h°(£ y (m)), qui 
est independant de y, et P le polynome de Hilbert des faisceaux £ y . Soient enfin 

Q = Hilb p (0 x (-m) ® (F), 

et 

7T : Ox(-m) <g> (C p — > T 

le morphisme surjectif universel sur Q ® X. On se ramene aisement, £ etant complete, 
au cas ou Y est l'ouvert de Q constitue des points q tels que T q soit simple, et ou £ = Ty- 
Soit A/" = ker(7r). 

Commengons par donner une description des faisceaux simples de rang 1 sur X et une 
caracterisation de ceux qui sont sans torsion. 
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Lemme 4.3 Soit E un faisceau simple de rang 1 sur X et de determinant trivial. Alors 
on a Ext 2 (E, Ox) = {0} ; et E est sans torsion si et seulement si dim ( Horn (E, Ox)) > 1- 

Demonstration. On a une suite exacte 

— > T — > E — >ls®L — ► 0, 



T designant le sous-faisceau de torsion de E, S un sous-schema de dimension de X, 
Is le faisceau d'ideaux de S et L un fibre en droites sur X (pour un etude precise des 
faisceaux de torsion, voir p4| ou [p9|). Supposons T non nul. Alors T est pur de 



dimension 1, car s'il avait un sous-faisceau de dimension 0, il existerait des morphismes 
non nuls Is <S> L — ► T, et E ne serait pas simple. Soit D le support schematique T. On 
a alors 

Cl (T) = (9(D), L = O(-D). 

On a done 

Eom(E,O x ) - Hom(l s ®L,O x ) ~ H (O(D)). 

et dim(Hom(£', Ox)) > 1- Si maintenant T est nul, on a E~T S , et done 
dim(Hom(£,0 x )) = 1. 

II reste a montrer que Ext 2 (E, O x ) = {0}. Par dualite de Serre, on a 

Ext 2 (E,O x ) - Bom(io x \Ey. 

Supposons qu'il existe un non nul. Puisque Xs ® L C. Ox, il existe 

des morphismes E — > uj x x dont la restriction au support de T est non nulle. On en 
deduit par composition avec <fi un endomorphisme de E qui n'est pas une homothetie. 
Done Ext 2 (E,O x ) = {0}. □ 

Soit q G Y. On a une suite exacte 

— ► Hom(^, Ox) — ► H°(O x (m)) ® & p * — > Hom(Ag, O x ) — > Ext 1 ^, O x ) — > 0. 

Puisque Ext 2 (T q ,O x ) = {0}, on en deduit que la dimension de Hom(jV^, Ox) ne depend 
pas de q. On obtient done un morphisme de fibres vectoriels sur Y 

$ : F = O y ® fl°(OxH) ® (C p * — -> Fi = v v jRom(Af, YxX )) 

tel que le lieu Yi des points q de F tels que dim(Hom(jF (? , Ox)) = i est precisement celui 
des points ou le noyau de $ est de dimension i. Soient G — F$ <S> Fi, vu comme variete 
algebrique, et Gi la sous-variete localement fermee constituee des morphismes dont le 
noyau est de dimension i. Alors G et les sont lisses, et en tout point / de Gj, l'espace 
normal de Gi en / est canoniquement isomorphe a Hom(ker(/), coker(/)). 

Soit q un point de Y tel que T q ait de la torsion, et % — dim(Hom(jF (? , Ox)) > 2. Alors 
q G Gi. Le morphisme $ peut etre vu comme un morphisme 
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L'application 

TY q — > Hom(Hom(^, O x ), Ext 1 ^, O x )) 
deduite de T0 est nulle sur les PGL (p)-orbites, done se factorise de la fagon suivante : 

TY q — ^ Ext 1 ^,^) — Hom(Hom(^,O x ),Ext 1 (^,Ox)), 

oil a est le morphisme de deformation infinitesimale de Kodaira-Spencer de T en g et (3 
le morphisme canonique (pour des demonstrations analogues, voir par exemple [16|]). Le 
theoreme 4.2 est done une consequence du 

Lemme 4.4 Soit E un faisceau simple de rang 1 sur X de determinant trivial et ayant 
de la torsion. Alors l'application canonique 

(3 : Ext 1 (E, E) — ► Hom(Hom(£, O x ), Ext 1 (£ l , O x )) 

est de rang au moins 4 si X = P 2 , et de rang au moins 3 si X — Pi x Pi. 

Demonstration. On considere la suite exacte deja vue dans le lemme 4.3 

— > T — > E — >1 S ®L — > 0, 

T designant le sous-faisceau de torsion de E (qui est pur de dimension 1), S un sous- 
schema de dimension de X, Xs le faisceau d'ideaux de S et L un fibre en droites sur X. 
On a L = 0(—D), D designant le support schematique de T. On a alors 

d(T) = -ci(L), c 2 (T) = Cl (L) 2 -s + c 2 , 

s designant la longueur de 5, et c 2 = c 2 (E). 

Etape 1 : quelques calculs 

Le theoreme de Riemann-Roch fournit les resultats suivants, dont on se servira par la 
suite : 

t *»t\ 1 (t\i u xCi(L) 1 2 ujxCi(L) 
x(T,J 5 OL) = 2 C H L ) 2 ° ' x( Xs ® L ' T > = 2° 1 ^ ' 2 ' 

x(T,Ox) = -i Cl (L) 2 -^^-c 2 + S , X (E,O x ) = l-c 2 , x(S,Off) = s. 
On en deduit 

dim(Hom(E,C x )) = /^(L" 1 ), dim(Ext 1 (E, = ^(ZT 1 ) + c 2 - 1, 

(on a Ext 2 (£, O x ) = {0} d'apres le lemme 4.3). 

Puisque Hom(X s <g> L,T) = {0} (car E est simple) et Ext 2 (T 5 <g> L,T) = {0} (par 
dualite de Serre) on a 

dim(Ejrt 1 (J 5 ®L,r)) = - X {Z S ®L,T), 
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et c'est la dimension generique. II en decoule qu'en bougeant S il est suffisant de demontrer 
le lemme 4.4 dans le cas ou S ne rencontre pas le support de T (autrement dit, on peut 
toujours deformer E en faisceau simple tel que S ne rencontre pas le support de T). On 

a 

Ext 2 (E,O s ) = {0}. 
En effet, par dualite de Serre, on a 

Ext 2 {E,O s ) ^ Hom(C 5 , E ® uj x ) 

qui est nul car T est pur de dimension 1. On en deduit que 

dim(Ext 1 (E,O s )) = s. 



D'autre part il decoule de la demonstration du lemme 3.2 de [2~3] que T peut se deformer 
en faisceau lisse (un fibre en droites sur une courbe lisse). On peut done supposer que 
Ext 2 (T, T) = {0}. D'apres la suite exacte 

— > T — > E — >X S ®L — >0 

on en deduit que 

Ext 2 (£,T) = {0}. 

Etape 2 : interpretation de coker(/3) 

On note V(L) le fibre vectoriel sur X conoyau du morphisme canonique injectif 

L — > O x ® H ^^ 1 )*, 

et Vg celui du morphisme canonique injectif 

X S ®L — > Ox^H^L- 1 )*. 

On a une suite exacte 

— > L ® O s — > V s — ► V(L) — > 0. 
Puisque Ext 2 (£',T) = {0}, le morphisme canonique 

/ : Ext 1 ^,^) — ► Ext^^Js®^) 
est surjectif. On considere maintenant la suite exacte 

— > l s (8) L — > O x ® H^L- 1 )* — > V s — > 0. 
On en deduit la suite exacte 
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Ext 1 (i?, X 5 <g) L) — ^— > Hom(Hom(£,£> x ),Ext 1 (£,C> x )) — ► Ext 1 ^, F s ) — ► 

— ► Ext 2 (£, J 5 <g> L). 

On a Ext 2 (£, Z s ® L) = {0}. En effet, par dualite de Serre, il suffit de verifier que 
Hom(Ts ® L,E <g> c^x) = {0}. Cela decoule du fait que Hom(J 5 <g> L,E) = {0} (car E est 
simple), et de ce qu'il existe des morphismes non nuls uj x — > Ox- Comme (3 — g o f, 
on en deduit un isomorphisme 

coker(/3) ~ Ext 1 (E, Vs). 

Pour demontrer le lemme 4.4, il suffit de montrer que 

dim(Hom(Hom( J B,C x ),Ext 1 (E,C x )) - din^Ext 1 ^, V s )) 

est superieur ou egal a 4 si X = P 2 , et superieur ou egal a 3 si X = Pi x Pi. 

Etape 3 : estimation de dim(Hom(Hom(£, O x ), Ext 1 ^, O x ))) - dim(Ext 1 (E, V s )) 
On considere la suite exacte 

— > O s <g> L — ► V s — ► V(L) — ► 0. 

On en deduit la suite exacte 

Hom(E, V(L)) — ► Ext 1 (E, O s ®L) — > Ext 1 (£', V s ) — ► Ext 1 ^, V(L)), 

d'ou 

dim(Ext 1 (E, Vs)) < dim(Ext 1 (E, O s ® L)) + dim(Ext 1 ( J B, V(L))). 

On commence par calculer dim(Ext 1 (-E, Os <E> L)). On a Ext 2 (-E, Os <8> L) = {0} par 
dualite de Serre. Cette derniere raison implique que 

Rom(E, Os <8> L) ~ Hom(J s <g> L, £><? <g> L), 

qui est de dimension 2s. Comme x(E, O s ® L) = x(E, O s ) = s, on en deduit que 

dim(Ext 1 ( J B,C s ® L)) = s. 

On calcule maintenant dim(Ext 1 (-E, V(L))). On a une suite exacte 

Ext^Js <g> L, V(L)) — ► Ext 1 (£', — ► Ext 1 (T, 

Done 

dim(Ext 1 ( J B,\/(L))) < dim(Ext 1 (T, V(L))) + dim(Ext 1 (J5 <g> L, V(L))). 

On a Ext 2 (T, V(L)) = {0}. En effet, par dualite de Serre il suffit de montrer que 
Hom(V(L), T <g> w x ) = {0}. Si ce n'etait pas le cas, en utilisant une section de V(L) 
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et un morphisme non nul uox — ► Ox on obtiendrait une section non nulle de T, done 
un morphisme non nul Ts ® L — > T qui definirait un endomorphisme de E qui n'est 
pas une homothetie. On a aussi Hom(T, V(L)) = {0} car V(L) est localement libre. 
Done, en utilisant le theoreme de Riemann-Roch on trouve 

dim(Ext'(T,V(L))) = - X (T,V(L)) 

= c l{ Lf + (k-(L-) - \)(^Sm. + Siffll + c 2 - .). 
Pour calculer dim(Ext 1 (X 5 ® L, V(L))) on considere les suites exactes 

— >1 S ®L — > L — >O s ®L — ► 0, 

— > L — > O x ® — ► V(L) — ► 0. 
De la seconde on deduit que 

Ext 1 (L,F(L)) = Ext 2 (L,\/(L)) ={0}, 

d'ou il decoule avec la premiere que 

Ert}{l s ® L,V(L)) ~ Ext 2 (C s ® L,y(L)) ~ Hom(V(L), Os<S)L)*. 

On a done 

dim(Ext 1 (J 5 ®L,\/(L))) = s(/i°(L -1 ) - 1). 

On a done 

dimtExt^V*)) < s + c 1 (LY + (h\L- 1 )-l)(^^ + ^ + c 2 -s). 

On obtient finalement 

dim(Hom(Hom( J E,C x ),Ext 1 (E,C x )) - dim(Ext 1 (E, \/ 5 )) > - X (T,I S ®L). 

Etape 4 : fin de la demonstration du lemme 4-4 
On a 

X (T,J 5 ®L) =x(Is®L,T)-u xCl (L). 

On a Hom(J 5 <g> L, T) = Ext 2 (J 5 <g> L, T) = {0}, done x(^s <S> L,T) < 0. On a d'autre 
part wa-ci(L) > 3 si X = P 2 et wxCi(L) > 2 si X = Pi x Pi. On en deduit 
-X(T,T S ®L)>A si X = P 2 et -x(T,I s <g> L) > 3 si X = Pi x P x . Ceci acheve 
la demonstration du lemme 4.4. □ 
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Remarque : On considere la suite spectrale E p,q convergeant vers Ext p+q (E, E) definie 
par la filtration T C E. Les termes E p ' q eventuellement non nuls sont represented ci- 
dessous : 



Ext 2 (T,X 5 ®L) 

Ext^Xs® L) Ext 2 (T,T) = {0} 

Ext 1 (T,T)® Ext 1 (l s , l s ) 

Hom(T, T) (C Ext 1 (X 5 <g> L, T) 

On en deduit un isomorphisme non canonique 

Ext 1 ^,^) ~ Ext\T,T)®Ext\X s ,X s )@Ext 1 (I s ®L,T)@Ext 1 (T,I s ®L). 

Les trois premiers termes correspondent aux deformations de E obtenues en deformant T, 
S et l'extension. Le troisieme doit representer des deformations en faisceaux sans torsion 
ou avec un dim(Hom(i?, Ox)) plus petit. Je n'ai pas trouve de demonstration reellement 
convaincante du theoreme 4.2 utilisant cette suite spectrale. 

4.2 Un exemple de variete de modules fins maximale non pro- 
jective 

On donne ici des exemples de varietes de modules fins qui sont des cas particuliers de ce 
qui est decrit au §5.1. Mais montre ici que ces varietes de modules fins sont maximales. 

4.2.1 Sous-schemas finis de P 2 de longueur "^" 2 +1 - > 

Proposition 4.5 Soient n un entier positif, Z un sous-schema ferme de P 2 de longueur 
n(n 2 +1 - > . Alors il existe une suite exacte 

— > 0(-n - 1) ® <L n — > 0{-n) <g> <L n+1 — > 

si et seulement si Z n'est pas contenu dans une courbe de degre n — 1. 

Demonstration. II est clair que si il existe une telle suite exacte on a H°(Xz(n — 1)) = {0}, 
c'est-a-dire que Z n'est pas contenu dans une courbe de degre n — 1. Reciproquement, 
supposons que Z ne soit pas contenu dans une courbe de degre n — 1. On a alors 

H°(X z (n-l)) = H°(X z ®Q*(n-l)) = H°(X z (n-2)) = {0}, 

et aussi 

H\X z {n-l)) = H 2 {X z ®Q*{n-l)) = H 2 (X z {n-2)) = {0} 
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par dualite de Serre. On a done if 1 (X^(n — 1)) = {0}, car x(X^(n — 1)) = 0. La suite 
spectrale de Beilinson donne done une suite exacte 

— ► 0(-n - 1) ® H\X z {n - 2)) — ► 0{-n) ® H l {X z ® Q*(n - 1)) — > J z — ► 0. 

Un calcul simple montre que h x (Xz[n — 2)) = n, h x (Xz ® Q*(n — 1)) = n + 1. □ 

Soit W = Hom(C(-n - 1) <g> (C™, O(-n) <g> (C n+1 ). Sur l'espace projectif 
P = P(W) agit le groupe algebrique reductif SL{n) x SL(n+l), et cette action se 
prolonge de maniere evidente a une action sur Op(l). Un point de P, correspondant a 
un morphisme 

/ : 0(-n- 1)® (C n — > 0{-n) ® (T t+1 

est semi-stable pour cette action si et seulement si il est stable, et ceci est vrai si et seule- 
ment si pour tout entier p tel que 1 < p < n, et tous sous-espaces vectoriels de dimension 
p, M p C <L n , N p C (E n+1 , f{0{-n -I)® M p ) n'est pas contenu dans 0{-n) ® N p (cf. 
0). Si P s designe l'ouvert des points stables de P, il existe un quotient geometrique 

N(3,n,n+1) = F s /(SL(n) x SL(n + 1)), 

et e'est une variete projective lisse de dimension n(n+l). Soient p^r, p 2 les projec- 
tions iV(3, n, n + 1) x P 2 — >iV(3,n,n + l) et JV(3, n, n + 1) x P 2 — > P 2 respective- 
ment. Alors il existe sur iV(3, n, n + 1) x P 2 un morphisme universel 

$ . p * 2 (C(-n - 1)) ®^(M n ) -^p* 2 (C(-n)) ®p* N (N n ), 

M n (resp. A^ n ) etant un fibre vectoriel de rang n (resp. n + 1) sur N(3,n,n + 1). On 
pose £ = coker(<E>). 

Soit X l'ensemble ouvert des classes d'isomorphisme de faisceaux coherents E sur P 2 , 
de rang 1 et de classes de Chern et n ^" +1 ^ , verifiant 

H°(E(n-l)) = H\E(n-\)) = H 2 (E(n-2)) = {0}. 

D'apres la suite spectrale de Beilinson, ce sont les faisceaux qui sont isomorphes a des 
conoyaux de morphismes injectifs de W. Soit X s l'ensemble ouvert de faisceaux constitue 
des classes d'isomorphisme de conoyaux de morphismes injectifs stables de W. Alors, si U 
designe l'ouvert de N(3, n, n + 1) constitue des morphismes injectifs (comme morphismes 
de faisceaux), (U,£u) est une variete de modules fins pour X s . 

Proposition 4.6 1 - Soient Z un sous-schema fini de longueur ra(n 2 +1 ^ de P 2; et 

f : 0(-n - 1) ® <L n — ► 0(-n) ® <L n+l 

un morphisme dont le conoyau est isomorphe dXz- Alors f est stable. 
2-11 existe des points x de U tels que £ x ait de la torsion. 
3 - Si n>5 on a U ^ N(3,n,n + 1). 



Varietes de modules alternatives 



51 



Demonstration. Soit 

g : 0(-n - 1) <g> <L n — > O(-n) <g> (L" +1 

un morphisme injectif non stable. Alors il existe un entier p tel que 1 < p < n et des 
sous-espaces vectoriels M v C (L n , iV p C (L n+1 de dimension p tels que 

g(0(-n - 1) (8) M p ) C O(-n) <g> N p . 

Soient 

g' : 0(-ra-l)<g>M p — ► £>(-n)®iV p , / : 0{-n-l)®{<L n / M p ) — ► 0{-n)®{d n+1 / N p ) 

les morphismes deduits de g. On a alors une suite exacte 

— ► ker(#") — ► coker(#') — > E — ► coker(#") — ► 0. 

Mais ker(g") est localement libre et coker(g') de torsion (car de rang nul). Done ker(g") 
est nul, et coker(g') est un sous-faisceau de torsion non trivial de E. Ceci prouve 1- (e'est 
aussi une consequence de la proposition 5.1). 

Pour demontrer 2-, on considere un sous-schema flni S de P2 de longueur 

. = fc«(0(»-2))-l = ( " +1> i'" 2> 

contenu dans une unique courbe de degre n — 2. On a alors 

H\X s {n-2)) = H 2 (X s (n-2)) = {0}. 

Soit £ = P(-D) une droite de P 2 ne rencontrant pas le support de S. On considere une 
extension 

— > O e X-n -!)_>£_> l s (-l) — > 
donnee par un element a de Ext^Z^— 1), Oe(—n — 1)). On a 

Ext 1 (J 5 (-l),C^(-n- 1)) ~ Ext 1 (C(-l),C £ (-n- 1)) ~ S n ~ 2 D. 

Le morphisme canonique 

Ext 1 (X s (-l), O e (-n - 1)) <g> H°(C?(n - 2)) — > iJ 1 (a(-2)) 

est l'accouplement canonique 

S^ 2 /) (8) 5"- V* — ► (C . 
II en decoule qu'il est possible de choisir a tel que le morphisme induit 

H°(I s (n-2))^H 1 (O e (-2)) 
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soit un isomorphisme. On a alors 

H°(E(n-l)) = H\E(n-l)) = H 2 {E{n-2)) = {0}. 

II en decoule que E est isomorphe au conoyau d'un morphisme injectif 

g : 0(-n - 1) <g> <L n — > C(-n) <g> <C n+1 . 

II reste a voir que (7 est stable. On a vu dans la demonstration de -1 que si g n'est pas 
stable, E contient un sous-faisceau de torsion non nul qui est un quotient d'un fibre du 
type 0(—n) <g> d p . Ceci est impossible car 

Rom(0(-n),O e (-n-l)) = {0}. 

Done g est stable. 

La demonstration de 3- est donnee au §4.2.2. □ 

Theoreme 4.7 La variete de modules fins U est maximale. 

Demonstration. Soit U' une variete de modules fins definie localement contenant stricte- 
ment U . Soient x G U'\U et T un faisceau universel defini sur un voisinage W de x. 
Supposons que h l {J- x (n— 1)) = pour i > 0. Alors d'apres la proposition 5.1, on a 
x G U . Ceci etant faux, x est un point de l'hypersurface 7i de W constitue des points y 
tels que les h l {T y {n — 1)) ne soient pas tous nuls. D'apres le theoreme 4.2, l'ouvert de 
Ti des points y tels que T y soit un faisceau d'ideaux est dense, et Ti est irreductible (car 
dans Hilb" ( - ri+1 - ) / 2 (P2), l'hypersurface constituee des sous-schemas finis contenus dans au 
moins une courbe de degre n — 1 est irreductible). II existe aussi un point y de TC tel que 
T y soit le faisceau d'ideaux d'un sous-schema S contenu dans une unique courbe de degre 
n — 1. On a un diagramme commutatif avec colonnes exactes 
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H°(Q*(n-l)) 



H°(Q*(n-l) ls ) 



H (O(n-l))®V* — > H (O(n- %) <g> V* 



# ((9(n)) 



fi°(0(n)| fl ) 



Soit cr une equation de l'unique courbe C de degre n — 1 contenant 5. Alors 

ker(i) = y*® Ccr. 

Done l'image dans H (O(n)) d'un element non nul de ker(i) n'est pas nulle. Ceci implique 
que i' est injective. On en deduit que 

H\Z s ®Q*{n-l)) = {0}. 

II en decoule que 

h 1 {l s {n-2)) = n, h\X s ®Q*{n-l)) = n + 1. 

Soit 

5 : 0(-n - 1) <g> if ^(ra - 2)) — > C(-n) <g> ff 1 ^ <g> Q*(n - 1)) 

le morphisme canonique. On va montrer qu'on peut choisir S de telle sorte que g soit 
stable. On a S)( n — 1)) = —1. On peut done choisir S suffisamment general sur 

C pour que h°(Oc(—S)(n — 1)) = 0. On a une suite exacte 

— >0{l- n) — > J 5 — ► Oc(-S) — ► 0. 

On en deduit des isomorphismes canoniques 

H\l s (n-2)) ~ fT 1 ((9 (-S , )(n-2)), if ^(^(n-l)) ~ if ^(-S^Q^n-l)). 
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Soft E l'unique extension non triviale 

— ► O c (-S) — >E — >0(l-n) — ► 0. 

Alors E est un faisceau de rang 1 et de classes de Chern 0, w(w 2 +1 - > . De plus on a 
h l (E(n — 1)) = pour tout i et h 2 (E(n — 2)) = 0. D'autre part le morphisme canonique 

0{-n - 1) <g> H\E{n - 2)) — ► O(-n) <g> H\E <g> Q*(n - 1)) 

est canoniquement isomorphe a g. II en decoule que g est injectif et coker(g) ~ E. 

Montrons maintenant que g est stable. Dans le cas contraire, il existe un entier p tel 
que 1 < p < n — 1 et des sous-espaces vectoriels de dimension p, M p C H l (E(n — 2)), 
N p C if 1 (£' ® Q*(n - 1)), tels que 

g(0(-n - 1) ® M p ) C C(-n)®AT p . 

Soient 

^ : 0(-n-l)®M p — > C(-n)®AT p , / : C(-n-l)®((C n /M p ) — > C(-n)®((C ri+1 /A^) 

les morphismes deduits de (7. On a alors une suite exacte 

— ► ker(^") — > coker(^') — > E — ► coker(^") — > 0. 

Comme dans la demonstration de la proposition 4.6 on en deduit que g" est injectif. 
Puisque le support de coker(g') est une courbe de degre p et que coker(g') C Oq{— S), 
on a p = n — 1. On a aussi un morphisme surjectif 

coker(/) — ► 0(1 -n). 

Mais on a une suite exacte 

— ► 0(-n - 1) — »■ 0{-n) ® (C 2 — »■ coker(/) — > 0, 

done coker((yf") est isomorphe a 0^(—n) © n) ou T x (—n) (I etant une droite et x 
un point de P 2 ). Dans aucun des deux cas il ne peut exister de morphisme surjectif 
coker((yf") — > 0(1 — n). Done g est stable. 

Soient x le point de U' correspondant a T s , et y celui qui correspond a E. On considere 
un germe de courbe lisse S sur U' d'origine x et tel que 5'\{a;} C U. On note p$ la 
projection SxP 2 — > S. En considerant le conoyau du morphisme injectif de fibres sur 
SxP 2 

0{-n - 1) eg) B}p s *{F s ® C(n - 2)) — > - 1)) ® B}p s *{F S ®Q*(n- 1)) 

on obtient un morphisme : 5 — > U' tel que <f>(s) = s si s 7^ x, et 0(x) = y. Ceci 
est absurde, done U' C U. □ 
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4.2.2 Morphismes stables non injectifs 

On demontre ici le 3- de la proposition 4.6. Rappelons d'abord quelques resultats de ||. 
La variete N(3, n, n + 1) est isomorphe a la variete de modules M{n + 2, —1, n + 1) des 
faisceaux semi-stables de rang n + 2 et de classes de Chern —1, n + 1 sur l'espace projectif 
dual P2*. De tels faisceaux sont d'ailleurs stables et localement libres. L'isomorphisme 
est defini de la fagon suivante : a un morphisme stable sur P2 

g : 0(-n - 1) ® <L n — > 0{-n) <g> <L n+1 

on associe d'abord le morphisme sur P2* : 

g:0(-l)® <L n — >Q* ® <L n+1 

(en utlisant le fait que if°(P 2 , 0(1)) = H°(P 2 *, Q*(l))). Le fibre stable associe a g est 
coker(g). La partie 3- de la proposition 4.6 equivaut alors a la 

Proposition 4.8 Si n > 5 il existe des fibres stables de rang n + 2 et de classes de 
Chern — 1, n + 1 sw P2 ne soni pas de type de decomposition generique rigide. 

Lemme 4.9 Soit E un fibre stable de rang n et de classes de Chern 0, n sur P 2; qui n'est 
pas de type de decomposition generique (0, . . . , 0) ou (1,0,..., 0, —1). Alors il existe des 
extensions non triviales 

— >Q* — >£ — > E — ► 0. 

Le fibre £ obtenu est stable de rang n + 2 et de classes de Chern —1, n + 1 et n'est pas 
de type de decomposition generique rigide. 

Demonstration. Puisque E est stable, on a Hom(£, Q*) = Ext 2 (E, Q*) = {0}. On a done 

dim(Ext 1 ( J E,g*)) = - X (E,Q*) = 2n > 0, 

done il existe bien des extensions non triviales. 

Montrons maintenant que £ est stable. II faut montrer que pour tout sous-fibre propre 
T de £, on a ^(J 7 ) < 0. Soient T" l'image de T dans E, et T' le noyau de T — > T" . 
On a alors une suite exacte 

— >T' — > T — > T" — >0. 

Supposons d'abord que T' est non nul. On a alors \i{T') < et < 0. Done 

/i(J-") < 0. On peut done supposer que T' est nul, et T = T" . Done, E etant stable, \i{T} 
ne peut etre positif ou nul que si T = E. Mais ceci est impossible car alors l'extension 
serait triviale. 

II reste a montrer que £ est de type de decomposition generique non rigide, e'est-a-dire 
que pour toute droite I de P 2 on a h°(£i(— 1)) > 0. On a une suite exacte 

— > H°(£ e {-1)) — H°(E e (-l)) — > H\QI{-1)) = (C, 

et le resultat decoule du fait que h (E £ (— 1)) > 2, a cause du type de decomposition 
generique de E. □ 

La proposition 4.8 est done une consequence de la 
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Proposition 4.10 Si n > 5, il existe un fibre stable de rang n et de classes de Chern 0, 
n sur P 2; qui n'est pas de type de decomposition generique (0, . . . , 0) ou (1, 0, . . . , 0, — 1). 

Demonstration. On montre d'abord qu'il suffit de trouver un fibre semi-stable E de rang 
n et de classes de Chern 0, n sur P 2 , qui n'est pas de type de decomposition generique 
(0, . . . , 0) ou (1,0,..., 0, —1). En effet, si un tel E existe, dans toute deformation complete 
de E parametree par un germe de variete lisse S, les fibres semi-stables non-stables 
constituent une sous-variete de codimension au moins r ^"~ 1 ' > de S (cf. la demonstration 
du theoreme 4.10 de 0). D 'autre part, pour toute droite £ de P 2 , le morphisme de 
restriction 

Ext\E,E) — ► Ext 1 ^,^) 

est surjectif. II en decoule (cf. |l|]) que la sous-variete fermee de S correspondant aux 
fibres dont le type de decomposition generique est different de (0, . . . , 0) et (1,0,..., 0, — 1) 
est de codimension 6. Comme n ^"~ 1 - > > 6 on peut deformer E en fibre stable de type de 
decomposition generique different de (0, . . . , 0) et (1, 0, ... , 0, —1). 

Pour toute famille complete de faisceaux semi-stables de rang n et de classes de Chern 
0, n parametree par une variete lisse S, les points de S correspondant aux faisceaux non 
localement libres constituent une sous-variete fermee de codimension au moins n — 1. II 
en decoule que si n > 7 il suffit de trouver un faisceau semi-stable E de rang n et de 
classes de Chern 0, n sur P 2 , qui n'est pas de type de decomposition generique (0, . . . , 0) 
ou (1,0,..., 0,-1). 

On va maintenant construire par recurrence sur n un faisceau semi-stable E de rang 
n et de classes de Chern 0, n sur P 2 , qui n'est pas de type de decomposition generique 
(0, . . . , 0) ou (1, 0, ... , 0, —1), et qui est localement libre si n < 7. Soit x un point de P 2 . 
On prend 

E = (S 4 Q*)(-2)®(n-5)l x 
si n 6, 7. Pour n = 6, on prend une extension non triviale 

— > (S 4 Q*)(-2) — > E — > X x — > 0, 

et pour n = 7 on prend E = (S 6 Q*)(-3). □ 

4.2.3 Exemples de faisceaux simples de rang 1 equivalents 

On reprend les notations de la demonstration du theoreme 4.7. Soit S un sous-schema 
fini de P 2 de longueur r ^" 2 +1 - > contenu dans une unique courbe lisse C de degre n — 1, tel 
que h°(Oc{—S)(n — 1)) = 0. On a une unique extension non triviale 

— ► Oc(S) — > E — ► 0(1 - n) — ► 0. 

Ce faisceau depend en fait uniquement de L — Oq{S) (et pas de S). On notera done 
E = El- Le faisceau El fait partie de la variete de modules fins U definie precedemment 
et d'apres la demonstration du theoreme 4.7 on a 



El = Is- 
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Done si S' est un autre diviseur de C ayant les memes proprietes que S tel que 
O c (S) ~ on a 

Is = 

II existe une sous-variete localement fermee de dimension au moins 3n — 3 de 
Hilb n(n+1)/2 (P 2 ) constitute de tels S'. 
Soit 

: Ext 1 ^, E) — > Ext 1 (C c (-5), 0(1 - n)) 

le morphisme canonique. Alors est surjectif et son noyau est l'espace tangent en E 
de N = £/\Hilb n(n+1)/2 (P 2 ). En utilisant la dualite de Serre sur C et P 2 on obtient un 
isomorphisme canonique 

Ext 1 (O c (- 1 S),(9(l-n)) ~ H (O(S)). 

Soient <r G P(H (O(S))) et (D,E) un germe de courbe lisse sur U passant par E tel 
que l'image par <f> de la tangente en E a D soit a. Alors on montre aisement que le point 
limite de correspondant dans Hilb n ^ n+1 ^ 2 (P 2 ) est le sous-schema fini de C defini par a. 
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5 Varietes de modules fins et varietes de modules de 
morphismes 

Dans ce chapitre on etudie des varietes de modules fins de faisceaux coherents sur P 2 . 
On utilise la theorie des fibres exceptionnels, deja rappelee au § 3. Les resultats peuvent 
s'etendre sans diflicultes aux autres surfaces pour lesquelles une theorie similaire existe, 
c'est-a-dire les surfaces de Del Pezzo (cf. pf, 0, ||, @). 

5.1 Varietes de modules de morphismes 

5.1.1 Modules de Kronecker 

Les resultats de ce chapitre sont demontres dans 0. Soient L un espace vectoriel complexe 
de dimension finie avec q = dim(L) > 3, m et n des entiers positifs. Les applications 
lineaires 

L® (C m — ► <L n 
sont appelees des L-modules de Kronecker. Soit 

W = Hom(L <g> (C m , (C n ). 

Sur W opere de maniere evidente le groupe algebrique reductif 

G = (GL(m) x GL(n))/V. 

L'action de SL{m) x SL{n) sur P(iy) se linearisant de fagon evidente, on a une notion 
de point (semi-) stable de P(jy) (au sens de la geometrie invariante). On montre que si 
/ G W, f est semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels 
M' de <L m et N' de V 1 , tels que M' ^ {0}, N' ^ (C n , et f(L ® M') C N', on a 

dim(iV') n , 

j—rz > — (resp. > ). 

dim(M') ~ m v ; 

Soit W ss (resp. W s ) l'ouvert des points semi-stables (resp. stables) de W . Alors il existe 
un bon quotient (resp. un quotient geometrique) 

N(q, m, n) = W ss //G (resp. N s (q, m, n) = W s /G ), 

N(q,m,n) est projective, et N s (q,m,n) est un ouvert lisse de N(q,m,n). De plus, si m 
et n sont premiers entre eux, on a N(q, m, n) = N s (q, m, n). 

5.1.2 Applications aux varietes de modules fins de faisceaux coherents 

Soient (E, G, F) une triade de fibres exceptionnels sur P 2 . Soient m, n des entiers positifs. 
On considere des morphismes 

E® <L m — > G® <L n . 



Varietes de modules alternatives 



59 



On suppose que n.rg{G) > m.rg(E) (le cas n.rgiG) < m.rg(E) est analogue). Soient 
W = Hom(Hom(_E, G)* (g> (C m , <L n ), W l'ouvert de W constitue des morphismes injectifs 
(comme morphismes de faisceaux). Le morphisme canonique universel 

: E <g> <L m — >G® & n 

sur Wo x P 2 est injectif. Soit T son conoyau. Alors pour tout point x de Wo, T est une 
deformation complete de T x . C'est ce qui fait l'interet de ces morphismes. On les utilise 
dans || pour decrire certaines varietes de modules de faisceaux semi-stables sur P 2 (pour 



une generalisation aux surfaces de Del Pezzo, voir [HI], 



Proposition 5.1 Soient (E, G, F) une triade de fibres exceptionnels sur P 2 , H le fibre ex- 
ceptional noyau du morphisme d 'evaluation E ® Hom(£', G) — ► G. Soit £ un faisceau 
coherent simple sur P 2 tel que h l (£ <8> F*) = pour i > 0. Supposons que E) < 
(resp. xi^iE) > 0). Alors on a 

H 2 {£®E*{-3)) = H 2 (£®H*(-3)) ={0}, 

et une suite exacte 

— >E® H\£ ® £*(-3)) — > G ® ® #*(-3)) — ► £ — ► 

(resp. 

tf 1 ^ ®£*(-3)) = H^StoH^S)) ={0}, 

et nne smte exacte 

— ► £ — >E® H 2 (£ ® £*(-3)) — ^— > G ® # 2 (£ <g> #*(-3)) — ► 0). 

Si de plus il existe un ensemble ouvert de classes d'isomorphisme de faisceaux coherents 
contenant celle de £ et admettant une variete de modules fins definie localement, le mor- 
phisme f est stable, et h\£ ® E*(-3)) et h}{£ <g> H*(-3)) (resp. h\£ <g> E*(-3)) et 
h (£ ® H*(—3)) ) sont premiers entre eux. 

Demonstration. Le diagramme de Beilinson de £ correspondant a la triade (E, G, F) a 
Failure suivante : 

2 2 

E®H 2 (£®E*(-3)) ^ G®H 2 (£®H*(-3)) 

E <g> H l {£ ® E*(—3)) * G <g> H l {£ ® H*{-3)) 



II en decoule que d 1 2,2 est surjectif, d l 2,1 injectif, et qu'on a une suite exacte 

— ► coker(<i]~ 2 ' 1 ) — ► £ — ► ker(o?]~ 2 ' 2 ) — ► 0. 
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Mais un calcul simple montre que 

Ext 1 (ker(dr 2 ' 2 ),coker(rfr 2,1 )) = {0}. 
On a done un isomorphisme 

£ ~ ker(d^ 2 ' 2 ) © coker^ 2 ' 1 ). 

Puisque £ est simple, on a £ = ker(d^ 2 ' 2 ) ou £ — coker(<i^ 2 ' 1 ). 

Supposons maintenant qu'il existe un ensemble ouvert X de classes d'isomorphisme de 
faisceaux coherents contenant celle de £ et admettant une variete de modules fins definie 
localement. En prenant un ensemble plus petit que X, on se ramene au cas oil X admet 
une variete de modules fins (M, J 7 ). On peut supposer que x(£yE) < (l'autre cas est 
analogue). Soit M l'ouvert de M constitue des points x tels que 

ti(F x ®F*) = h j (F x ®E*(-3)) = h j (F x ®H*(-3)) = 

pour i > et j = 0, 2. II existe alors un point xq de M tel que T Xo — £. Soient 
Pm : M x P 2 — > M la projection et U un voisinage ouvert de xq dans M sur lequel les 
fibres vectoriels i? 1 pM*(^ r ® E*(— 3)) et E}pM*{.^F ® H*(— 3)) sont triviaux. Soient enfin 

m = - X (£®E*(-3)), n = - X (£ ®H*(-3)), 

W = Hom(Hom(i?, G)* (8> (C m , C n ), W l'ouvert de W constitue des morphismes injectifs 
de faisceaux dont le conoyau est isomorphe aun^, avec x 6 U. Le morphisme canonique 

7T : P(W / o) — ► U 

(associant a / le point x tel que T x = coker(/)) a une section (definie par les trivi- 
alisations precedentes) . II en decoule aisement que e'est un quotient geometrique par 
SL{m) x SL{n). D'apres |2^] (converse 1.13) il existe un L G Pi c SL ( m ) xSL ( n )( P(W)) 
tel que P(W / ) C P(iy) ss (L). Mais SL{m) x SL(n) n'ayant pas de caractere non 
trivial, la seule linearisation possible equivaut a la linearisation canonique (autrement dit 
il n'y a qu'une seule notion de stabilite pour les points de P(W / )). Done / est stable. La 



demonstration du reste de la proposition 5.1 est analogue a celle du theoreme G de (10 
□ 

On en deduit la 



Proposition 5.2 Soient (E,G,F) une triade de fibres exceptionnels sur P 2 , H le fibre 
exceptionnel noyau du morphisme d 'evaluation E ® Hom(_E, G) — ► G, r , c\, c 2 des en- 
tiers, tels que r > 0. Soit £ un faisceau coherent de rang r et de classes de Chern c\, c 2 . 
On suppose que x{F,£) = 0. Soient 

m =\ X (E(3),£)\, n = \ X (H(3), £) \ . 



On suppose que m et n sont non nuls et premiers entre eux. 
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1 - Soit yp l 'ensemble ouvert des classes d'isomorphismes de faisceaux simples de rang 
r et de classes de Chern c\, C2 qui sont des conoyaux de morphismes stables injectifs de 
faisceaux E © <L m — > G © (L n si x(F(3),£) < 0, et noyaux de tels morphismes stables 
et surjectifs si x{E{3),£) > 0. Alors il existe une variete de modules fins (P, -F) pour 
yp, U etant un ouvert de N(3rg(F),m,n) . 

2 - Soit Xp V ensemble ouvert des classes d'isomorphismes de faisceaux simples de rang r 
et de classes de Chern c\, c 2 tels que h l {F* <g> £ ) = pour i>0. Soit X un ensemble 
ouvert de faisceaux de rang r et de classes de Chern c\, c 2 admettant une variete de 
modules fins definie localement. Alors on a 

xnXp c y F . 

5.2 Autres types de varietes de modules de morphismes 

Soient (F, G, F) une triade de fibres exceptionnels sur P 2 . Soient m, n, p des entiers 
positifs. On considere des morphismes 

E © <L m — ► {G <g> C n ) © (F ® d p ). 

On suppose que n.rg(G) + p.rg(F) > m.rg(E) (le cas n.rg(G) + p.rg(F) < m.rg(E) est 
analogue). Soient 

W = Hom(£® (C ro ,(G® <L n ) © (F® C p )), 

W Q l'ouvert de W constitue des morphismes injectifs (comme morphismes de faisceaux). 
Le morphisme canonique universel 

: E © <L m — > (G © <L n ) © (F © C p ) 

sur Wo x P 2 est injectif. Soit T son conoyau. Alors pour tout point x de Wo, T est une 
deformation complete de T x . On peut done envisager de decrire des varietes de modules 
fins de faisceaux en utilisant de tels morphismes. C'est ce qui est fait dans |J pour le 
cas des varietes de modules extremales de faisceaux stables. En general, il faut pouvoir 
construire des quotients d'ouverts adequats de W par le groupe 

G = Aut(£ © <L m ) x Aut((G © <L n ) © (F © <L P )) 

qui n'est pas reductif. C'est ce qui est fait dans ]□]], [0 et 0. 

Le groupe G possede un sous-groupe normal unipotent maximal T evident, isomorphe 
au groupe additif Hom(G © (C n , F © <L P ). Soient A, \i des nombres rationnels positifs tels 
que Xn + fip = 1, et 

/ : E © (C m — > (G © C n ) © (F © <L P ) 

un morphisme. On dit / est semi-stable (resp. stable) relativement a (A, u) si pour tous 
sous-espaces vector iels M' C (t m , iV' C C n , P' C (C p , avec M' non nul et AT' ^ C"ou 
P ^ (C p , et tout /' G r./ tel que f'{E © M') C (G © A') © (P © P'), on a 

Adim(AO+/idim(P') > dim ( M ') ( resp . > ). 
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La paire (A, //) s'appelle une polarisation de Faction de G sur W. On note VT SS (resp. 
W s ) l'ouvert de W constitue des morphismes semi-stables (resp. stables) relativement a 
(A,//). Pour certaines valeurs de (A,/z) on sait construire un bon quotient W ss / /G (resp. 
un quotient geometrique W s /G). 

Soient r le rang et c%, c 2 les classes de Chern des conoyaux de morphismes injectifs de 
W. Soit x — Cl( - C ^ +3 ^ + r — c 2 la caracteristique d'Euler-Poincare de ces conoyaux. On 
suppose que r, c\ et x son t premiers entre eux. Soient W s /G un quotient geometrique 
construit dans M (cf. theoreme 5.6 de cet article), et M l'ouvert correspondant aux 
morphismes injectifs. Alors, en utilisant la proposition 2.4 de || on voit aisement qu'il 
existe un faisceau universe! sur Mq X P 2 . On obtient ainsi une variete de modules fins 
de faisceaux de rang r et de classes de Chern ci, c 2 . 

Dans le cas des varietes de modules extremales M(r, ci,c 2 ) etudiees dans p (dans le 
cas ou r, ci et x sont premiers entre eux), la variete W s /G est isomorphe a M(r, Cx,c 2 ) 
pour une polarisation donnee (A,//). En faisant varier la polarisation on obtient des 
modifications de M(r, ci,c 2 ) qui sont d'autres varietes de modules fins de faisceaux de 
rang r et de classes de Chern ci, c 2 . Un tel exemple est donne au §5.3.2. 

5.3 Exemples 

5.3.1 Fibres simples non admissibles 

Soit n > 1 un entier. On considere des morphismes de fibres vectoriels sur P 2 

O® C 2 "- 1 — ► q g) (C 2n+1 . 

D'apres 0, les morphismes stables de ce type sont injectifs, et leurs conoyaux sont les 
fibres stables de rang In + 3 et de classes de Chern 2n + 1, (n + l)(2n + 1). On a en fait 
un isomorphisme 

M(2n + 3,2n + l,(n + l)(2n + l)) ~ iV(3, 2n - 1, 2n + 1). 

Proposition 5.3 i7 existe des morphismes injectifs non stables 

0: 0® C 2 "" 1 — ^Q® (C 2n+1 
te/s gwe coker(0) sozt sans torsion et simple. 

Demonstration. Puisque la sous- variete de H.om(V*, (C" +1 ) constituee des applications de 
rang inferieur ou egal a 1 est de codimension 2n il existe une application lineaire 

0" : (P — > Hom(V*, C n+1 ) 

telle que pour tout u G C non nul (j)"(u) soit de rang au mo ins 2. On peut meme choisir 
4>" de telle sorte que le morphisme de fibres associe 

0" : O® <L n — -> Q® <L n+1 
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soit stable et injectif. II en decoule que 0" ne contient pas de sous-module de Kronecker 
du type 

V*® <L — > (L, 

et ne possede done pas de modules de Kronecker quotients du type 

v* ® c n_1 — ► (C n . 

Soit 

0' : O® d 11 - 1 >Q® <L n 

un morphisme de fibres stable et injectif. Soient E' = coker(0') et E" = coker(0"). 
Alors on a 

Hom(£", E') = Ext 2 (E", E') = {0}. 

La seconde egalite decoule de la stabilite de E' et E" . Pour montrer la premiere, on remar- 
que qu'un morphisme non nul E" — > E' provient d'un morphisme de modules de Kro- 
necker <p" — > (f)', e'est-a-dire d'applications lineaires / : (C n — >■ (C n_1 , g : (L n+1 — > <L n 
telles qu'on ait un diagramme commutatif 



V* (g) ([ n —* y (C n+1 



Iv*(, 



V* ® (C 



n-1 



Les stabilites de 0" et 0' entrainent que f et g sont surjectives, et 0' est un module de 
Kronecker quotient de 0", ce qui est impossible. Done 

dimtExt 1 ^",^)) = - X (E",E') =n 2 >0. 

II existe done des extensions non triviales 

— > E' — ► E — > E" — > 0. 

Le fibre E est isomorphe au conoyau d'un morphisme injectif 

: o® c 2 "- 1 — > c 2n+1 

qui est une extension de 0" par 0', et n'est done pas stable. On verifie aisement que E 
est simple. □ 

On obtient done des fibres simples qui sont des deformations de fibres stables mais qui 
ne peuvent pas faire partie d'une variete de modules fins de faisceaux simples (d'apres la 
proposition 5.2). 
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5.3.2 Exemples non triviaux de varietes de modules fins projectives de fais- 
ceaux simples 

Soit n > 3 un entier. On considere des morphismes de fibres sur P 2 du type 

: 0{-2) <g> I"" 1 — > C(-l) <g> C 2 "- 3 . 
Si un tel est injectif (comme morphisme de faisceaux) on a, avec £ = coker(0), 

rg(£) = n-2, ci(£) = 1, c 2 {£) = n. 

D'apres la suite spectrale de Beilinson, un faisceau coherent E est isomorphe au conoyau 
d'un morphisme injectif si et seulement si on a 

X (E) = h°(E) = h\E{-l)) = 0. 

Dans ce cas on a h}{E{— 1)) = n — 1, h l (E ® Q*) = 2n — 3 et est isomorphe au mor- 
phisme canonique 

0(-2) <g> H\E(-1)) — > O(-l) <g> <g> Q*). 

Soit 

W n = Hom(V<8> I" -1 , I 2 "- 3 ). 



Proposition 5.4 Sozi G W^ s . Alors esi injectif comme morphisme de faisceaux. 

Demonstration. On voit comme une application lineaire V <8> (C n_1 — ► C 2n ~ 3 . Soit 
1GP2 tel que X ne soit pas injectif. II existe done un element non nul u de C"" 1 tel 
que 0(x ® u) — 0. II en decoule que 

dim(0(F <g> u)) = 2 

(la dimension ne peut pas etre 1 car est semi-stable). On a alors un diagramme com- 
mutatif 

V — ► V/x 



V® C"- 1 — (C 2n ~ 3 



les fleches verticales etant injectives, et v associant v®u a t>. Soit H C (C™ 1 le 
sous-espace vector iel engendre par les u comme precedemment. II existe done une base 



Varietes de modules alternatives 



65 



(tii, • • • , u m ) de H et des points x±, . . . , x m de P2 tels qu'on ait un diagramme commutatif 

V®H -*2-> {V/Xi) 



Ki<m 



ou ao est l'inclusion, et 0o est defini par 

0o( 51 ^ ® U i) = H W i 

l<i<m l<i<m 

pour tous Vi G y, vl designant l'image de Vi dans V/xj. La semi-stab ilite de entraine 
que deux cas seulement peuvent se produire : 

(i) (3 est injective, 

(ii) ker(/3) est de dimension 1 et if = (C n_1 . 

Dans le cas (i), l'ensemble des points de P 2 ou n'est pas injectif est le meme que celui 
ou O ne l'est pas, et c'est exactement {x±, . . . ,x m }, qui est flni. 

On peut done supposer qu'on est dans le cas (ii), et que (u±, . . . ,u m ) est la base 
canonique de (C n ~ . Le module de Kronecker est done a isomorphisme pres de la forme 



V ®dn-l_^t V/xA/D 

M<i<n-1 ' 

(ui, . . .,u„_i) 1 ► q{!h, ■ ■ ■ 

-D etant une droite de V/x i: vl la classe de v,- L dans V/xj et 

l<i<n-l 

9= ty**— ( V/z^/D 

l<i<n-l V l<i<rt-1 7 

la projection. Posons 

D = <C. 2 ^> 

l<i<n-l 

avec G V. Alors on a tZ^ 7^ 0, car sinon la restriction de 

V®(®<L Ui )^(®V/x t )/D 

est un sous-module de Kronecker de contredisant sa semi-stabilite. Soit z,- L une equation 
de la droite de P 2 contenant tij et Xj. On voit sans peine que le co noyau E du morphisme 
injectif 

c(-i) {zi >-> Zn - 1 l © l Xi 

KKn-l 
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verifie 

rg(E) = n-2, c x {E) = 1, c 2 (E) = n, 

h°(E) = h 2 (E(-l)) = 0, 

et que son module de Kronecker est isomorphe a 0, qui est done injectif comme morphisme 
de faisceaux. □ 

Avec les notations de la proposition 5.2 on obtient done une variete de modules fins 
(iV(3, n — 1, 2n — 3), J 7 ) pour 3^o, et N(3, n — 1, 2n — 3) etant projective, cette variete de 
modules fins est maximale. Precisons que yo contient des faisceaux ayant de la torsion, 
ainsi que des faisceaux stables. Le groupe de Picard de N(3, n — 1, 2n — 3) est isomorphe 
a Z , tandis que celui de la variete de modules correspondante M{n — 2, 1, n) est isomorphe 
a Z 2 (cf. §). 

Remarque : Soient p un entier tel que 

2n-2 < p < 3+ 2 (n-1), 

et 

p(p — 1) n(n + 1) 
r = p — n, C\ = 2n — 2 — p, c<i = 1 2{n — l)p. 

Alors d'apres 0, les faisceaux (semi-) stables de rang r et de classes de Chern ci, c 2 sont 
precisement les conoyaux des morphismes (semi-) stables 

0{-2) ® l"- 1 — ► C(-l) ® (C p 

et on a un isomorphisme M(r, Ci, c 2 ) ~ iV(3, n — l,p). 



5.3.3 Exemple de variete de modules fins de faisceaux simples sans torsion, 
projective et contenant des faisceaux instables 

On considere ici des faisceaux de rang 6 et de classes de Chern -3,8 sur P 2 . Dans ce cas on 
a x = ~ 2, done r, C\ et \ sont premiers entre eux. On va decrire une variete de modules 
fins Mi de faisceaux de rang 6 et de classes de Chern -3,8, qui est une modification de 
M(6, — 3,8). On utilise les varietes de modules de morphismes decrites au § 5.2. On 
considere des morphismes de fibres 

0{-3) ®<L 2 ^ 0{-2) © (O(-l) ® I 7 ). 

Soient W l'espace vectoriel de ces morphismes, A, \i des nombres rationnels positifs tels 
que A + 7/i = 1, definissant une polarisation de Faction du groupe 

G = GL{2) x Aut(C(-2) © (0(—l) ® (E 7 )) 
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sur W. On sait (d'apres |TI|] , [0,0) construire un quotient geometrique 

M(A, //) = W/G 

des que 

p = - > 3. 
/i 

D'apres 0, si p = 3 + e, avec e positif suffisamment petit, les morphismes stables du type 
precedent sont injectifs et leurs conoyaux sont les faisceaux stables de rang 6 et de classes 
de Chern -3,8. On a en fait un isomorphisme M(3, —6, 8) ~ M(A, p). 

On montre aisement qu'il n'existe qu'une seule valeur de p > 3 pour laquelle il existe 
des morphismes semi-stables non stables. C'est p = 7. Pour p < 7, on a 
M(A,/i) = M(3, —6,8), et pour p > 7 on obtient une nouvelle variete de modules fins, 
notee Mi, qu'on va decrire, munie d'un faisceau universel S. 

Tout d'abord on verifie aisement qu'un morphisme stable pour une des polarisations 
precedentes est necessairement injectif. Soit 



>i, 



i 2 ) : 0(-3) ® C 2 — > 0(-2) © (£>(-!) <g> (C 7 ) 



un morphisme stable. Alors <p\ est non nul. Les morphismes peuvent done etre de deux 
types, selon le rang de l'application induite par 0i, fi : (C 2 — > H (O(l)). 

Type 1 : f\ est de rang 2. II existe dans ce cas un unique point x de P2 tel que 
lm(0i) = T x {— 2), et on a une suite exacte 

— > C(-4) — > 0(-3) ® (C 2 — 0(-2) — ► C,(-2) — > 0. 

On a aussi une suite exacte 

— ► 0(-4) — ^— > O(-l) ® (C 7 — »■ coker(0) — ► (C x .(-2) — »■ 

(le morphisme etant la restriction de 02 a ker(^i)). La stabilite de <j) entraine que (3 
induit une injection (C 7 — ► H°(I X (3)). La G-orbite de <p es ^ entierement determined 
par x et par l'image de cette injection. 

Type 2 : f\ est de rang 1. Soit t la droite de P2 definie par l'image de f\. On a alors 
une suite exacte 

— ► C(-3) — ► C(-3) ® C 2 — C(-2) — ► 0/(-2) — ► 0. 
On montre dans ce cas que la semi-stabilite de implique que le morphisme 

(L 2 — > H°(Oi(2)) ® (C 7 



deduit de 02 est injectif. La G-orbite de est alors entierement determinee par la GL{7)- 
orbite de l'image de ce morphisme. 
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Description de M\ et des faisceaux correspondants 

Ces faisceaux sont les coker(0), etant de type 1. On a done un isomorphisme 

M 1 ~ G, 

G etant le fibre en grassmanniennes sur P2 dont la fibre en x est Gr(7, H°(I X (3))). 
L 'intersection Mi fl M(6, —3, 8) au dessus du point x de P2, est l'ouvert de la grassman- 
nienne Gr(7, H°(I X (3))) constitue des K C if°(X x (3)) ne contenant aucun sous-espace 
vectoriel de la forme s.if°((9(2)), s etant une section non nulle de T x (l). 

On donne maintenant une description plus precise des faisceaux parametres par Mi. 
Soient x <E ~P 2 et K e Gr(7, if°(X x (3))). On en deduit un morphisme injectif 

P K : 0(-4) — > 0{-l) (8) (C 7 

nul en x. Soit JF X = coker( / 9i S :). Du fait que s'annule en x on a 

dim(Ext 1 ((C :c ,J !r x )) = 1. 

On obtient done le faisceau £k, unique extension non triviale 

— > T K — > ^ — > C x — > 0. 

Ce faisceau est sans torsion et a au plus deux points singuliers. C'est le faisceau corre- 
spondant au point K de M x . 

On obtient ainsi une variete de modules fins de faisceaux simples sans torsion, projec- 
tive, et qui n'est pas une variete de modules de faisceaux stables. 



Varietes de modules alternatives 



69 



References 

[1] Brieskorn, E. Uber holomorphe P n -Biindel iiber P^ Math. Ann. 157 (1967), 343-357. 

[2] Drezet, J.-M. Fibres exceptionnels et suite spectmle de Beilinson generalisee sur 
P 2 ( (t) . Math. Ann. 275 (1986), 25-48. 

[3] Drezet, J.-M. Fibres exceptionnels et varietes de modules de faisceaux semi-stables 
surT 2 ((L). Journ. Reine angew. Math. 380 (1987), 14-58. 

[4] Drezet, J.-M. Points non factoriels des varietes de modules de faisceaux semi-stables 
sur une surface rationnelle. J. reine angew. Math. 413 (1991), 99-126. 

[5] Drezet, J.-M. Groupe de Picard des varietes de modules de faisceaux semi-stables sur 
P 2 ((C). Ann. Inst. Fourier 38, 3 (1988), 105-168. 

[6] Drezet, J.-M. Varietes de modules extremales de faisceaux semi-stables sur P 2 ( (C) 
.Math. Ann. 290 (1991), 727-770. 

[7] Drezet, J.-M. Espaces abstraits de morphismes et mutations. Preprint Paris VII 
(1996). 

[8] Drezet, J.-M. Quotients algebriques par des groupes non reductifs et varietes de mod- 
ules de complexes. Preprint Paris VII (1997). 

[9] Drezet, J.-M., Le Potier, J. Fibres stables et fibres exceptionnels sur P 2 . Ann. Ec. 
Norm. Sup. 18 (1985), 193-244. 

[10] Drezet, J.-M., Narasimhan, M.S. Groupe de Picard des varietes de modules de fibres 
semi-stables sur les courbes algebriques. Invent. Math. 97 (1989), 53-94. 

[11] Drezet, J.-M., Trautmann, G. Moduli spaces of morphisms of sheaves and quotients 
by non-reductive groups. Preprint (1995). 

[12] Gieseker, D. On the moduli of vector bundles on an algebraic surface. Ann. Math. 
106 (1977), 45-60. 

[13] Gorodentsev, A.L. Exceptional bundles on surfaces with a moving anticanonical class. 
Math. Izvestiya AMS transl. 33 (1989), 67-83. 

[14] Gorodentsev, A.L., Rudakov, A.N. Exceptional vector bundles on projective spaces. 
Duke Math. Journ. 54 (1987), 115-130. 

[15] Grothendieck, A. Techniques de construction et theoremes d 'existence en geometrie 
algebrique IV : les schemas de Hilbert. Seminaire Bourbaki, 1960/61, no. 221. 

[16] Hirschowitz, A. rank techniques and jump stratifiacations. Vector bundles on algebraic 
varieties, Tata Inst. Bombay. Oxford Univ. Press (1987), 159-205. 



70 Jean-Marc Drezet 

[17] Hirschowitz, A., Laszlo, Y. Fibres generiques sur le plan projectif. Math. Ann. 297 
(1993), 85-102. 

[18] Hirschowitz, A., Narasimhan, M.S. Fibres de t'Hooft speciaux et applications. Enu- 
merative geometry and Classical algebraic geometry, Progr. in Math. 24 (1982). 

[19] Karpov B.V. Semistable sheaves on a two-dimensional quadric and Kronecker mod- 
ules. Math. Izvestiya AMS transl. 40 (1993), 33-66. 

[20] Karpov B.V. Semistable sheaves on Del Pezzo surfaces and Kronecker modules. 
Preprint (1994). 

[21] Le Potier, J. Fibre determinant et courbes de saut sur les surfaces algebriques. Com- 
plex Projective Geometry. London Math. Soc. : Bergen (1989), 213-240. 

[22] Le Potier, J. Systemes coherents et structures de niveau. Asterisque 214. Soc. Math, 
de France (1993). 

[23] Le Potier, J. Fibres vectoriels sur les courbes algebriques. Public. Math. Univ. Paris 
7 - Denis Diderot, 35 (1995). 

[24] Le Potier, J. Faisceaux semi-stables de dimension 1 sur le plan projectif. Revue 
roumaine de math, pures et appliquees 38 (1993), 635-678. 

[25] Maruyama, M. Moduli of stable sheaves I. J. Math. Kyoto Univ. 17 (1977), 91-126. 

[26] Maruyama, M. Moduli of stable sheaves II. J. Math. Kyoto Univ. 18 (1978), 577-614. 

[27] Mumford, D., Fogarty, J. Geometric invariant theory. Ergeb. Math. Grenzgeb. Bd. 
34. Berlin Heidelberg New- York : Springer (1982) 

[28] SGA1. Revetements Etales et Groupe Fondamental. Dirige par A. Grothendieck. Lect. 
Notes in Math. 224. Springer- Verlag (1971). 

[29] Simpson, C.T. Moduli of representations of the fundamental group of a smooth pro- 
jective variety I Publ. Math. IHES 79 (1994), 47-129. 

[30] Siu Y., Trautmann, G. Deformations of coherent analytic sheaves with compact sup- 
ports. Memoirs of the Amer. Math. Soc, Vol. 29, N. 238 (1981). 

[31] Str0mme, S.A. Deforming vector bundles on the projective plane. Math. Annalen 263 
(1983), 385-397. 

[32] Yoshioka, K. A note on the universal family of moduli of stable sheaves, preprint 
(1997). 



